10 A TRANSZPORTFOLYAMATOK ALTALANOS JELLEMZESE

Egy termodinamikai rendszer allapota lehet id6ben allando, vagy valtozo. Az
idében allandd rendszereket két nagy csoportra oszthatjuk: egyensulyban 1évé
rendszerekre és stacionarius rendszerekre. Ez utdbbiak nincsenek
termodinamikai egyensulyban, ezért idébeli allandésagukat kilsé beavatkozassal kell
fenntartani.

A nemegyensulyi termodinamikai rendszerek alapvetd tulajdonsaga az
egyensulyra val6 torekvés. Ez a folyamat az intenziv allapothatarozok (hémeérséklet,
nyomas, kémiai potencial) térbeli eloszlasanak megvaltozasaval jar egyutt.
Egyensulyi allapotban ezeknek a mennyiségeknek az eloszlasa homogén, azaz
értéklik a rendszer minden pontjaban azonos. Ha ez a feltétel nem teljesul, akkor
olyan kiegyenlitédési folyamat indul el, amely az intenziv allapotjelzdk
inhomogenitasanak meértékét csokkenteni igyekszik. Példaul eltérdé hémérsékleti
testek kolcsonhatasa hémérséklet-kiegyenlitédést eredményez. A termodinamikai
egyensulyban a hdémérséklet a rendszer minden pontjaban azonos. Ugyanez
mondhato el a nyomasrdl (a mechanikai feszultségrdl) és a kémiai potencialrdl is.

Az intenziv allapothatarozok kiegyenlitédésére vald térekvése maga utan
vonja az extenziv jellegi mennyiségek aramlasat. Peéldaul a hdmérséklet
kiegyenlitédési folyamatban energia aram l|ép fel, a bels6 energia aramlik a
melegebb helyérdl a hidegebb iranyba. Eltér6 kémiai potencialu rendszerekben
(oldatban) anyagaram jon |létre, a nagyobb kémiai potencialu (nagyobb
koncentracidju) helyr6l komponens aramlik a kisebb kémiai potenciallal (kisebb
koncentraciéval) rendelkez6 helyre.

Azokat a folyamatokat, amelyek soran energia, anyag, toltés vagy valamilyen
mas extenziv jellegi mennyiség egyik helyr6l egy masik helyre jut el,
transzportfolyamatoknak nevezzik. A transzportfolyamatok jellemzésénél alapvet6
fontossagu mennyiségek: az extenziv mennyiség arama és az aramot létrehozé
termodinamikai hajtoeré.

Az extenziv mennyiségek aramat az aramsulriséggel (fluxussal)
jellemezhetjiuk. Ez megadja a szoban forgd mennyiség egységnyi keresztmetszeten
torténé athaladasanak mértékét egységnyi id6 alatt. Az i-edik extenziv mennyiségre
vonatkozo6 aramsiriség:

1 dE,

- 10.1
A dt (10.1)
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ahol 4, az aram iranyara meroleges felllet nagysagat jeldli.

Mivel az aramot nemcsak nagysaga, hanem iranya is jellemzi, ezért az aramsuriség
vektor mennyiség. A kovetkez6kben néhany, a késdbbiekben vizsgalt extenziv
mennyiség aramsdriségeének jelét és dimenzidjat adjuk meg:

komponensaram siiriiség: j, [molm?s™ |,
. g . 2 1
energiadram siirlség:  j,[Tm>s™],

impulzusaram stiriség: j,[kgm's?].



toltésaram siirliség: J, |Coutomb -m™s™"]

A transzportfolyamatokat megkulonboztethetjik aszerint, hogy egyutt jarnak-e
makroszkopikus mozgassal vagy sem. Eszerint beszélhetink aramlasos
(konvektiv) és vezetéses (konduktiv) transzportfolyamatokrol.

Aramlas esetén a fazisok mozognak. Ha a vizsgalt termodinamikai test v
aramlasi sebességgel valtoztatja a helyét, akkor vele egyutt mozog az 0Osszes
extenziv jellegi mennyiség is. A konvektiv aramsiriiség ekkor a szdéban forgd
extenziv mennyiség slriségének és az aramlasi sebességnek a szorzata:

i =pv (10.2)

ahol p,az i-edik extenziv mennyiség sUriseget jeloli. Konvektiv

transzportfolyamatokkal  folyadékok és gazok aramlasi tulajdonsagainak
targyalasanal talalkozunk.
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konduktiv anyagtranszport: részecskék
elmozdulasa nyugvo

10.1.abra: A konvektiv (a) és konduktiv (b) aramlas szemléltetése

Vezetéses transzportnal maga a fazis nyugalomba van, csak az extenziv
mennyiségek aramolhatnak. llyen konduktiv transzportfolyamat a hdvezetés és a
diffuzio.

Transzportfolyamatok nem csak homogén fazisban, hanem heterogén
rendszerek esetén, a fazisok kozott is lejatszodhatnak. Atadasos transzportrél
beszéllnk, ha az extenziv mennyiségek hatarfellleten keresztul aramlanak.
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Transzportfolyamatok leirasakor a mérlegegyenletek alapveté szerepet
jatszanak.

10.1 Globalis és lokalis mérlegegyenletek

Képzeljink el egy tetszbleges makroszkopikus méretll termodinamikai
rendszert, amely kornyezetével 4 nagysagu fellleten keresztul érintkezik. A felulet

szigetel6 tulajdonsagaitél most eltekintink, ugy vesszik, hogy rajta keresztul
mindenféle aram lehetséges. Valasszunk ki egy tetszdlegesE, extenziv

mennyiséget. Ennek értéke csak annak kovetkeztében valtozhat, hogy a rendszeren
belll forrasa, nyel§je, illetve a rendszer fellletén keresztll arama van. Forrassal,
illetve nyeldvel leggyakrabban reaktiv rendszereknél talalkozunk, amikor valamelyik
komponens keletkezik (forras), vagy fogy (nyel6). A mérlegegyenlet barmely extenziv
mennyiségre a kovetkez6 alaku:

dE

dtf =0+1 (10.3)

Ahol Q jeldli a forrast (negativ értéknél a nyel6t) és | felel meg az extenziv
mennyiség aramanak. Megmarado extenziv mennyiségek esetén Q mindig zérus.
Az aramot pozitivnak tekintjuk, ha az extenziv mennyiség a kdrnyezetbdl rendszerbe
aramlik, negativnak pedig az ellentétes folyamat soran. Mivel a fenti egyenlet a teljes
rendszerre vonatkoztatva adja meg a mérleget, ezért ezt szokas globalis, vagy
integralis mérlegegyenletnek nevezni.

Gyakran megelégszink a globalis mérlegegyenlet felallitasaval. Amikor csak a
homogén rendszert ért kulsé hatasokra vagyunk kivancsiak, és nem kell a rendszer
belsé allapotvaltozasainak helyfuggését vizsgalnunk, az integralis
meérlegegyenleteket hasznaljuk. Természetesen annyi mérlegegyenletre van
szUkségunk, ahanyfajta egymastol fuggetlen kdlcsdnhatasban vesz részt a rendszer
a kornyezetével.

AX

je(X) mmp)> > je(x+AX

X x+Ax

10.2 abra: Elemi térfogaton x iranyaba egy extenziv mennyiség aramlik.

Lokalis leirasnal arra a kérdésre keressuk a valaszt, hogy egy adott helyen
hogyan valtozik egy tetszéleges extenziv mennyiség sliriisége az id6 fluggvényében.
A p(r,t) slrlség fuggvény meghatarozasahoz az aramlé komponensre vonatkozo
lokalis mérlegegyenletet hasznaljuk fel. Az egyszerliség kedvéért vizsgaljunk meg
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egy egyiranyu folyamatot az x hely koordinata kérnyezetében. Vegyunk egy olyan

képzeletbeli kockat, amelynek Ax nagysagu az élhossza, és x iranyban két
A, :(Ax)2 nagysagu, egymastol Ax tavolsagban lévé parhuzamos fellletet hatarolja.
Vizsgaljuk meg egy tetsz6leges megmarad6 extenziv mennyiség aramlasanak
kdvetkezményét a (Ax)’ térfogatu kockaban. A megmaradas itt azt jelenti, hogy a

vizsgalt térrészben sem forras, sem pedig nyel6 nincs, azaz Q=0.

E térrészben torténd valtozasok csak aj,(x) belépd, valamint a j,(x+ Ax)
kilép6 aramsiiriiségtdl fliggnek. Akkor nincs valtozas, ha az x helyen belépé j,.(x) és
az x + Ax helyen kilép6j, (x+Ax) arams(riség megegyezik. Az extenziv
mennyiségre felirhaté mérlegegyenlet az 1.3-as 0sszefuggés alapjan:

dE,
dt

aV térfogata :I = As [jE (x)_jE (x+ A)C)] (104)

Rendezzuk at a fenti egyenletet és fejezzik ki az A feluletet a kocka élhosszaval.
Ekkor

dE,

? aV térfogata :_(Ax)z [jE(X+Ax)_jE (x)] (10.5)

Mivel az extenziv mennyiség siriisége p, = E, /V = E, /(Ax)’, a lokalis véaltozas:

=——"t= — 10.6
d vV dt (Ax) di (10.0)

A fenti két egyenlet 6sszevonasaval kapjuk, hogy
dpE :_jE(x+Ax)_jE(x) (107)

dt Ax

Vegyuk észre, hogy ennek az egyenletnek a jobb oldala a Ax — 0
hataresetben j, (x)fuggvény x koordinata szerinti differencialhanyadosa. Mivel az
aramsUriség vektor, ezért ennek x iranyban vett parcialis derivaltja az aramsuiriség
divergenciajanak x iranyu komponense.

Az eddig elmondottakat mindharom iranyra (x, y és z) altalanosithatjuk, és a
minden hataron tuli finomitas utan azt kapjuk, hogy

P
o

=-Vj, =—div j, (10.8)
ahol V szimbolum jelentése Descartes féle derékszogi koordinatakkal kifejezve:

Vzﬁeerﬁe +£e2 (10.9)
ax & &
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ex, ey és e, az egyes koordinatairanyokba mutaté egységvektorokat jeldli. A fenti

parcialis derivaltakbdl képzett Osszeget a szakirodalomban gyakranV "nabla"
differencial operatornak nevezik. Az (10.8)-as differencialis mérlegegyenletet - amely
csak akkor érvényes, ha a rendszerben nincs forras vagy nyel6 és nincs konvektiv
aram. Ha ezen utébbiakat is figyelembe akarjuk venni, akkor az altalanos
kontinuitasi vagy transzportegyenlethez jutunk:

Dot div (g + 70 =4 (10.10)

ahol ¢,a forrashoz, vagy nyel6hoz tartoz6 aramsuiriség. A fenti egyenlet lesz majd

minden tovabbi transzportfolyamat leirdsanak alapja.
Tobb olyan mennyiség van, amelyekhez nem tartozhat forras, vagy nyelo.
Ezek az un. megmaraddé mennyiségek, mint példaul az energia, tdmeg és

impulzus. Az Aaltalanositott transzportegyenlet megmaradé mennyiségekre
alkalmazhaté formaja, ha csak konvektiv aram van (g, =0és j; =0):

a o
ZE = —div j, (10.11)

Ezt az egyenletet hasznaljuk majd a diffuzio, a hévezetés és az impulzus-transzport
leirdsanal.

10.2 A termodinamikai hajtoeré

Az extenziv mennyiségek konvektiv aramat az intenziv mennyiségek
inhomogenitasa (térbeli kilénbéz6sége) idézi el6. Tanulmanyaink soran, mar
talalkoztunk ilyen esetekkel. Példaul az elektromos aram, | - az Ohm térvény szerint
- aranyos a fesziiltséggel, azaz a potencial kiilébnbséggel:

1

1
I:EU:E((/)I—(pZ) (10.12)

ahol ¢, és ¢, két kilénb6zé helyen mért elektromos potencialt, R pedig az
ellenallast jeloli.

A Darcy féle szivargasi torvény szerint a térfogataram, [, a
nyomaskulonbséggel aranyos

1,=4,(p,~p,) (10.13)

ahol p, és p, két kiilbnbézb helyen mért nyomas, A, pedig a térfogat vezetési vagy

szivargasi tényezdé. Mindkét példanal a folyamat hajtoereje egy intenziv jellegii
mennyiség térbeli klilbnb6zésége, inhomogenitasa.
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A fenti két, valamint sok mas tapasztalati példa alapjan levonhato azt a
kbvetkeztetés, hogy minden egyes extenziv mennyiség aramat a hozza tartozo
intenziv mennyiség inhomogenitasanak mértékét kifejez6 X, termodinamikai eré es

az L,vezetési tényezo6, szorzataval fejezhetjiik Ki.

I =L X, (10.14)

1 1 1

Ez az Ohm-térvényhez hasonlo G6sszefiiggés csak a termodinamikai
egyensuly kbzelében hasznalhato. Az egyensulytol tavoli rendszereknél ez az aram
€s a hajtoeré kbzott fennallo linearis kapcsolat mar érvényét veszti.

Az 10.1 tablazatban foglaljuk &ssze néhany fontosabb konduktiv
transzportfolyamathoz tartozé extenziv és intenziv mennyiséget.

10.1. tablazat: Transzportfolyamatok termodinamikai hajtéereje

Transzport Extenziv Intenziv Termodinamikai
folyamat mennyiség mennyiség eré
Diffuzio] kemiai kémiai potenciall] -Vl

komponens!]

Hévezetés belsé energia hémérseéklet -vT

Impulzustranszport impulzus!’ sebesseg!] -
U
Toltestranszport toltes elektromos -Vo
potencial

A tablazatban a negativ jel arra utal, hogy a hajtéber6 nem ndvelni, hanem
csOkkenteni akarja az inhomogenitas mertéekét, azaz olyan aramot indit el, amely
soran az extenziv mennyiség a nagyobb intenzitasu helyrdl a kisebb intenzitasu hely
felé aramlik. Paldaul az energia mindig a melegebb helyrél a hidegebb felé aramlik,
tartomanyba diffundalnak.

A tovabbiakban a termodinamikai erével foglalkozunk. Ez az intenziv
mennyiségek térbeli inhomogenitasanak mértékétél fiigg. Ha a rendszer
egyensulyban van, azaz valamennyi jellemzé intenziv mennyisége homogén
eloszlasu, akkor nincs termodinamikai hajtoeré és igy makroszkopikus aram sincs.
Egy intenziv mennyiség térbeli inhomogenitasanak mértéket, a termodinamikai
hajtéer6t a kiilbnb6z6 iranyokhoz tartozé térkoordinatak szerinti parcialis
differencialhanyadosok segitségével adhatjuk meg.

X, =-Vy, (10.15)

A vektor jellegli nabla V operator és a jellemzé intenziv mennyiség skalar szorzata
adia meg az inhomogenitas mértékét, a termodinamikai  hajtoerdt.
Amennyiben az y, intenziv mennyiség skalar mint pl. a hbmérséklet, ebben az

esetben VT a hémérséklet gradiensét jeldli

VT =grad T (10.16)
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Ha az intenziv mennyiség vektor mint pl. az aramlasi sebesseég, akkor a nabla
operatorral képzett szorzatat divergencianak nevezziik:

W =divv (10.17)
Erdemes megjegyezni, hogy skalér mennyiség gradiense vektor, mig vektor

gradiense skalar. Ezek utan felirhatiuk az egyes aramokhoz tartozé
aramsdriséegeknek a termodinamikai hajtoerével valo kapcsolatat:

komponensaram-slr(iség: i,=—-LVu (10.18)
energiaaram-sdriség:  j, =-L VT (10.19)
impulzusaram siirliség: j, =—-L,Vv (10.20)
toltésaram sdriiség: Jj,=-LVo (10.21)

Nincs aram, ha Vy,= 0, vagyis az intenziv mennyiség nem valtozik a hely
fliggvényében.

10.3 Kereszteffektusok

Szamos olyan jelenséget ismerunk, amelynél valamely extenziv mennyiség
aramat nemcsak a "hozzatartozé" jellemzé intenziv mennyiség inhomogenitasa valtja
ki, hanem mas mennyiségek arama hozza létre. Erre példa a termodiffuzié, amikor
egyenletes kezdeti koncentracié eloszlas esetén hémérsékletkilonbség hatasara jon
létre komponensaram. Ebben az esetben a f6 hatas, a hémérsékletkulonbség (a
primér erd) altal el6idézett energiatranszport. Az energiaaramlas kovetkeztében a
kezdeti homogén koncentracio eloszlas is megbomlik, mivel az energiaval egyutt
komponensek is aramlanak. Mivel az energia a melegebb helyrél a hidegebb felé
aramlik, ezért altalaban a hidegebb hely dusul fel az oldott anyaggal. A kezdetben
egyenletes koncentracid eloszlas helyett koncentacié gradiens alakul ki, amely
indukal egy masodlagos termodinamikai erét, amely grad u -vel aranyos. Az

energia aramlasaval el6idézett anyagaramlast Soret effektusnak nevezik a
szakirodalomban. Létezik e jelenség forditottja is, amikor anyagaram hoz Iétre
hémérsékletkilonbséget. E hatast Dufour effektusnak nevezik.

Megemlitjuk még a Seebeck effektust melynek I1ényege, hogy két kulonb6zé
fémet egyesitve és az egyiket hevitve, elektromos toltések arama jon létre. Ennek
forditottja a Peltier hatas. Ha ugyanilyen fémparon elektromos aramot engedink at,
akkor a fém az aram iranyatol fliggéen melegszik vagy leh(l. Ezek a felfedezések azt
jelentik, hogy egy extenziv mennyiség aramat nemcsak a "hozzatartozé", hanem
valamennyi fiiggetlen intenziv mennyiség inhomogenitasa hatarozza meg. Mas
szavakkal kereszteffektusokra mindig szamitanunk kell. A kereszteffektusokkal
el6idézett hatasok altalaban kisebbek mint a f6 hatas, ezért ezeket gyakran
elhanyagoljuk. A 2. tdblazatban foglaljuk 0ssze a legfontosabb kereszteffektusokat.



10.2. tablazat: Kereszteffektusok

Primér eré Féaram Indukalt aram | Szekundér
eroé Kereszeffektu

s

grad ¢ Je Ju grad T Peltier

grad T J. J. grad ¢ Seebeck

grad T J Jn grad 1, Soret

grad 1, J, J, grad T Dufour

grad p, J. Jq grad ¢ Diffuzioés-
potencial

grad ¢ Jq 7, grad u, Elektromos-
diffazié

grad T Ju J, grad P Termo-
mechanika
hatas

grad P J Ju grad T Mechano-
kalorikus
hatas

Az i-edik extenziv mennyiség arama altalanosan a kdvetkezéképpen fejezhetd ki:
J; :ZLika :Z L, Vy, (10.22)
k=1 k=1

Az Lj vezetési tényez6k azt jelzik, hogy a k-adik intenziv mennyiség
inhomogenitasa milyen mértékben hat az i-edik extenziv mennyiség aramara. Az L,

egyutthato értéke a kereszteffektus erésségére jellemz6.

A (10.22)-es Lars Onsagerrdl elnevezett Osszefiggés azt jelenti, hogy
termodinamikai egyensuly csakis akkor lehetséges, ha valamennyi jellemzé
intenziv mennyiség homogén eloszlasu.

A vezetéses aramokra felirt 0sszeflggések csak a fazisok hatarfellletéig
érvényesek. A fazishatarnal ugyanis a legtdbb intenziv mennyiség torést, vagy
szakadast mutat. Ezért atadasos transzportfolyamatoknal e valtozast nem lehet
folytonos fliggvényekkel leirni. Atad4dsos aramok termodinamikai hajtoerejét a
Akuldénbség képz6 operatorral adjuk meg.




11 A DIFFUzIO

Diffuzibnak azt a homogén rendszerben lejatszé6dd anyagtranszportot
nevezzuk, amely soran kémiai potencial gradiens hatasara komponensaram jon
létre. Mivel a kémiai potencial - az esetek dont6 tobbségében - a koncentracio
egyértékl fuggvénye, azt is mondhatjuk, hogy a diffuzi6 a nem egyenletes
koncentracié eloszlas kovetkezménye. A diffuzié alaptorvényei a komponensek
aramlasanak, valamint lokalis koncentraci6janak tér- és id6beli valtozasara adnak
felvilagositast. A 7.1-es fejezetben mar beszéltink molekulak mozgasanak atlag-
sebesseégerél. Megallapitottuk, hogy egy adott iranyu (legyen ez az x-irany) mozgas
sebességének négyzetes atlaga, (vagy az ebbdél gydkvonassal képzett x-iranyu
sebesség) hogyan fugg a hémérseéklettdl és a molekula tomegétdl.

()" =("B—Tjé (11.1)

m

Az ekviparticio tétele alapjan levezetett fenti 6sszefliggeés arra jo, hogy megallapitsuk
a molekuladk kezdeti — Utk6zés nélklli — sebességét. Ha példaul a lizozim nevi
fehérjét vizsgaljuk, amelynek molekulattmege M=14000, akkor egyetlen molekula

tomege m=14000/N , =2,3-107°g. k,T értéke T=300K-en 4,14-10"*g-cm’/sec’.
Ezekbdl az értékekbdl rogton kovetkezik, hogy az atlagsebesség igen nagy,

1
<v2>4:13 m/sec.  Kisebb molekulatomegl anyagoknal ez a sebesség joéval

P! P!

> =164 m/sec, az oxigénnél <vf> > =461 m/sec, a

bl

2 = 1838 m/sec.

nagyobb. A I, molekulanal <vf>

hidrogén molekulak sebessége <vf>

X

11.1. abra: A diffuziés folyamatok mikroszképikus leirasa az N
részecskeszammal és a makroszkopikus leirashoz hasznalt c¢ lokalis
koncentraciéval.
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Tapasztalatbdl tudjuk, hogy a molekulak nem ilyen gyorsan mozognak. A
joval lassubb mozgas annak eredménye, hogy folyton-folyvast Utkdznek a
szomszédos részecskékkel. Ennek kdvetkeztében egyenesvonalu palyajuk megtorik,
mozgasuk soran szabalytalan, zeg-zugos palyat kovetnek. Ez a szabalytalannak
tiné mozgas a hémérséklet emelésével élénkll. E rendszertelen mozgasbdl eredd
helyvaltoztatas mikroszkop alatt is megfigyelhetd, ha a vizsgalt részecskénk mérete
a um tartomanyban van. Ezt a jelenséget Brown angol botanikus fedezte fel 1827-
ben, ezért ezt a jellegzetes mozgast Brown-mozgasnak nevezik. A diffuzo
mikroszkopikus elméletét a Brown mozgas elmélete jelenti.

A molekulak szakadatlan I0kdos6dése kovetkeztében ezek minden iranyba
egyforma valdszinlségel diffundalnak. Ennek a makroszkopikus kovetkezménye
pedig az, hogy elébb-utébb a részecskeék kitoltik a rendelkezésre allo teret, azaz a
koncentracié eloszlas egyenletes lesz. Ha nem az egyes molekulak mozgasat
vizsgaljuk, akkor a diffuzié6 makroszkopikus elméletéhez a Fick-féle térvényekhez
kell fordulnunk. A Fick torvények, mar nem az egyedi részecskék mozgasanak
leirasat adjak meg, hanem azt, hogy hogyan valtozik a koncentracio a hely és az id6
foggvényében

11.1 A diffuzié makroszképikus elmélete: Fick torvények

A diffaziés anyagtranszportot jellemezhetjiik a diffiziés aramstriség-vektorral.
Ennek irdnya - a tapasztalatok szerint - ellentétes a koncentracié gradiens irdnyaval, mivel a
diffuzios komponens aram altalaban a csdkkend koncentracié irdnyaba folyik. (Ez alol
kivételek is vannak, de ezekkel most még nem foglalkozunk.) A bevezetésben az dramsiiriiség
¢s hajtoerd altalanos kapcsolatara megfogalmazottakat a diffuziora is felirhatjuk. Ha a vizsgalt
rendszerben a kémiai potencidlon kiviil mind mas intenziv mennyiség eloszlasa homogén,
akkor az n-edik komponens diffizids aramsiirtiségre irhatjuk, hogy

j, =-DVc=-Dgrad c (11.2)

ahol Vg, illetve a grad ¢ az n-edik komponensre vonatkozik, D pedig a diffauziés
egyiutthatdé. Vegyuk észre, hogy a fenti egyenletbe nem a kémiai potencialt, hanem
a koncentraciot irtuk. Ennek nem elvi, hanem tudomanytorténeti okai vannak.

A (11.2)-es egyenlettel felirt térvényt a diffuzié Fick-féle I. torvényének
nevezik. Ennek egyszerisitett alakja egyiranyu diffuzié esetén (ekkor a vektor
egyenlet egyszer( skalar egyenletként irhato):

j :—D% (11.3)

Adott fellleten x irdnyban athaladé komponensaram, pedig:

dn dc
[=—=j A.=—DA.— 11.4
dt Jx s de ( )

Fick I-es torvényébdl az alabbiak olvashatok ki:

- a diffuzi6 anyagaram a koncentracié térbeli valtozasanak a
meredekségével aranyos,
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- a D diffuzios egytthaté értéke mindig pozitiv, a dimenzidja m’s™',
- adiffuziés aram mindig a csokkené koncentracio iranyaba folyik.

Vegylk észre, hogy az aramsiriség, amely Vc-vel aranyos nem allando.
Pontosabban csak akkor fuggetlen a helytél, ha Vc = konst, azaz a koncentracié a
hely figgvényében linearisan valtozik. Minden mas esetben az aramsiriiség maga is
fuggvénye a helynek. A diffuziés aramsiriség helytél valdé fuggésének mértekét
Vj =divj az aramsiriség divergenciaja adja meg. Ez valdjaban a koncentracio-
hely fliggvény masodik derivaltjaval aranyos. Az aranyossagi tényez6 a diffuzios
egyutthato.

Ha a diffuzié altalanos termodinamikai egyenletét dsszevetjik a Fick I.-es
torvényével, akkor azt kapjuk, hogy

Jj.,=L,X,=L (-Vu)=-DVc=j, (11.5)

Ebbdl latjuk, hogy az X, hajtéer6 a kémiai potencial gradiensének negativja
és L =Dc/RT. A termodinamikai hajtéer6 értéke idealis oldatban egyiranyu
diffuziot feltételezve a kovetkezé:

x = d#__RT de (11.6)
dx ¢ dx

Nemidealis oldatok esetén a kémiai potencialt a diffundalé komponens aktivitasaval
fejezhetjuk ki.

Tekintsink egy olyan idedlis oldatot, melyben az oldott anyag koncentracidja
az x iranyban exponencialisan csokken

c(x) =c, exp[-lcx] (11.7)
ahol k a csokkenés meértékére jellemz6 allando. A diffuzié termodinamikai hajtoereje:

X, :—EﬁszT (11.8)
c dx

Ha az oldatban a koncentracié6 0,1 m-enként csokken a felére (ezzel
definialjuk k-t, mert 1/2-¢, = c, exp[-0,1k]), akkor a termodinamikai hajtéers: 17

kNmol-1. Meredekebb koncentracidvaltozas esetén az eré/mol dimenzidju
termodinamikai eré nagyobb lesz.

Fick Il. torvénye

A j, diffuziés aramsiriség nehezen mérhet6 mennyiség. Célszeri helyette a

koncentracié eloszlas idébeni valtozasat vizsgalni.

A c(r,t) fuggvény meghatarozasahoz Fick I. torvényét, valamint a diffundalo
komponensre vonatkozd mérlegegyenletet hasznaljuk fel. Az egyszerliség kedvéért
egyiranyu diffuziot vizsgalunk az x hely kornyezetében. Vegyunk egy olyan
képzeletbeli kockat, amelynek Ax nagysagu az élhossza, igy az x iranyban két

A = (Ax)2 nagysagu, egymastol Ax tavolsagban 1évé feliiletet tartalmaz.

S
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Vizsgaljuk meg az anyagtranszportot ebben a (Ax)3 térfogatu kockaban. Nem

kell mast tennink, mind megfeleléen alkalmaznunk a 1. fejezetben a lokalis
mérlegegyenltekrél leirtakat. Diffuzio esetén j, szerepét a ; komponens aram
jatsza, a p,(r,t) slrlség helyett pedig a c(r,t) lokalis koncentraciut kell irnunk. Ha

ezt megtesszik, akkor megkapjuk a lokalis koncentracido valtozasat leird
differencialegyenletet:

Y vj =—div j, (11.9)

Ebbe helyettesitve Fick l-es torvényét a koncentracio iddbeli valtozasra
kapjuk, hogy:

%:—div(—Dgradc) (11.10)

Ha feltételezzik, hogy D fliggetlen a helytdl, akkor

é=Dv2c (11.11)
a

ahol V2 = div grad operator az un. Laplace operator jelentése a kdvetkezob:

o J 0

e

(11.12)

A (11.11)-es parcialis differencialegyenlet Fick Il. torvényének nevezzik.
Ennek egyiranyu diffuziéra alkalmazhato alakja:

é=D(ﬁ2—f) (11.13)
a \a

Vegylk észre, hogy egy adott helyen a koncentracié idébeli valtozasa, % a
koncentracio-helyfuggvény % gorbuletétdl fugg. A c(x) fuggvénybdl szarmaztathatd

% derivalt eléjele ugyanis a c(x) fuggvény homoru, vagy domboru voltat jelzi.

Fick Il. térvényébdl az alabbiak olvashatok ki. Mivel a diffuziés egyutthatd
mindig pozitiv, ott

- ahol a c(x) fuggvény gorbulete pozitiv (homoru) a koncentracié az idével
né,

- ahol a c(x) fuggvény gorbllete negativ (domboru) ott a koncentracio
csokken,

- ahol a c(x) fuggvénynek inflexiés pontja van, a goérbllet zérus, a
koncentracié idében nem valtozik.
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c(x)

t+At idépontban
t idépontban

11.2. abra: Fick Il. torvényének szemléletes jelentése.

A koncentracio-valtozassal kapcsolatos allitasokat a 11.2 abra szemlélteti. Meg kell
jegyezni, hogy a harmadik, az inflexiés pontra vonatkozé megallapitds nem minden
esetben teljesdul.

Fick Il. torvényébdl arra is kovetkeztethetlink, hogy a goérbllet az idében
csokken, a koncentracio-eloszlas kisimul:

d

< ( (11.14)

2
Ox
A diffuzio nem kedvez a mintazatok kialakulasanak. A fenti un. simulasi

torvénybdl rogton koévetkezik az is, hogy a diffuzié sebessége is csdkken az id6
fuggvényében:

d ( oc
E(ij (11.15)

11.1.1 Radialis iranyu diffazié torvényei

Igen gyakran talalkozunk radialis iranyu diffaziéval. Gondoljunk példaul arra,
hogy egy folyadékcseppbdl - nyugalmi kérilmények kbzott - az oldott anyag a tér
minden iranyaban egyforma intenzitassal diffundal. Sugar iranyu diffuzié leirasara
célszert attérni gémbi (polar-) koordinatakra. Ekkor az egyik valtozé a sugar, a masik
ket valtozo pedig két sz6g. A j, radialis komponensaram stiriiség ebben az esetben
a koordinata rendszer kézéppontjatol r tavolsagra lévé egységnyi nagysagu

gombfeliileten, idéegység alatt athaladd anyagmennyiséget jelenti. Mivel a
koncentracio csak a sugar iranyaban valtozik, ezért gradiense:
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_Oc

Ve=—
or

(11.16)

Ennek megfelelden Fick elso torvényét radialis iranyu diffuziora a kovetkezoképpen irhatjuk:

jn:—D% (11.17)
v

Fick masodik torvényének levezetésénél figyelembe kell venniink azt is, hogy
nemcsak az aramstirliség, hanem a gombfeliilet nagysaga is valtozik, amikor a kdzépponttol
tavolodunk. Ez azt jelenti, hogy nem elég csak az aramsliriség divergencidjat vizsgalnunk,
hanem a feliilet valtozasara is tekintettel kell lenniink.

11.3 abra: A radialis iranyu diffuzids dram

Hasznéljuk ki az anyagmérleget. Vizsgaljuk meg a kdzépponttdl r+ Ar, illetve r tavolsagra
talalhatd  gombhéjak  kozotti  térrészben a  diffuzio  kovetkeztében — fellépd
koncentraciovaltozast. Tegyiik fel, hogy a diffizié beliilrél kifele megy. Ha a belépd és a
kilépd aramok nagysdga nem egyezik meg, akkor a Ar vastagsagh és AV térfogati
gdmbhéjban megvaltozik a koncentraci6é. Az anyagmérleg szerint ¢ gdmbhéjban a diffundalo
komponens mennyiségének megvaltozasa:

%=1n(r)—1n(r+Ar) (11.18)

A koncentraciévaltozas meghatarozasa érdekében a fenti egyenlet mindkét oldalat el kell
osztani a gdmbhéj AV = 4r”x - Ar térfogataval. Ekkor kapjuk, hogy

%: I, (r)—1,(r+Ar)

11.19
ot 4r’m- Ar ( )
frjuk at a fenti egyenletet az aldbbi formaba:
-1 I Ar)y—1
de_ -1 LO+A)-1,0) (11.20)

ot 4rin Ar
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Vegyiik észre, hogy a fenti egyenlet jobb oldaldnak masodik a tagja a Ar — 0 hataresetben
nem mas, mint a komponensaram sugar szerinti derivaltja. A minden hatdron tali finomités
utan a koncentraciovaltozasra kapjuk, hogy

@_ -1 .dln(r)
ot 4rizr  dr

(11.21)

A kozépponttol » tavolsagra 1évé gdmbhéjba 1€pd anyagaram az dramsiirliség és a gdmbfeliilet
szorzata:

I,(r)=4r’z-j (r) (11.22)
A fenti két egyenlet 6sszevonasa utan irhatjuk, hogy

s a0,
ot ror

(11.23)

Ha ebbe a (11.17)-es Fick torvényt behelyettesitjiik, akkor a kovetkezé Osszefiiggéshez
jutunk:

P/ (11.24)

Ha a diffuziés egyiitthatot helytél flggetlennek tekintjlik, akkor megkapjuk a radialis
diffuzié leggyakrabban hasznalt alapegyenletét:

2
% _p. a—fﬁﬁ (11.25)
ot or r or

Vegyiik ¢észre, hogy ez a kifejezés 1ényegesen kiilonbozik az egyiranyu diffuzié (11.13)-as
torvényétdl. Itt ugyanis a jobb oldalon a koncentracid helyszerinti valtozasdnak nemcsak
masodik, hanem els6 derivaltja is szerepel.

11.1.2 A diffuziés egyenletek analitikus megoldasa

A kllbnb6zé id6pontokhoz tartozd koncentraciok térbeli eloszlasanak
meghatarozasahoz meg kell oldanunk Fick II. térvényével megfogalmazott
differencialegyenletet. A megoldashoz ismerniink kell a kezdeti érték feltételt és a
peremfeltételt. Egyiranyu diffuzio esetén a kezdeti érték feltétel a t = 0 idéponthoz
tartozo koncentraciéo eloszlas, a c(0, x) fiiggvény megadasat jelenti A
peremfeltételekkel pedig a kisérleti elrendezésbdl adddo korlatozasokat fogalmazzuk
meg, peldaul ugy hogy megadjuk azt, hogy mi térténik a diffuzios folyamat kezdetét
jelélé x = 0 pontban, azaz a c(t, 0) fliggvényt és/vagy a koncentracié valtozasat e
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ertékét.

x=0

pontban, azaz (ﬁj
ax

A kévetkez6kben néhany gyakrabban el6forduld diffuziés probléma
megoldasaval foglalkozunk a teljesség igénye nélkiil.

11.1.2.1 Koncentracideloszlas egyiranyu stacionarius diffuzional

A stacionarius allapot idé6tél fiiggetlen, nemegyensulyi allapotot jelent. Ennek
fenntartasa csak kiilsé beavatkozassal, anyag és energiaaram betaplalasaval érheté
el. Példaként tekintsiik a kbvetkezd kisérleti elrendezést. Valasszunk el egy L

oldalan lévé oldat koncentracioja cp a jobb oldalon levéé pedig Gj - Legyen cp > Cj

és gondoskodjunk arrdl, hogy a két oldalon levé koncentracié idében ne valtozzon.
Ha a membran atjarhaté mind az oldészerre, mind pedig az adott anyagra nézve,
akkor megindul az oldott anyag diffuziéja a bal oldalrdl a jobb oldal iranyaba. A
kezdeti érték feltételek: c(0,x) = 0 ha O<x<L, c¢(0, L) = cj, a peremfeltételek pedig c(t,
0)=cp, és c(t,L)= “t

Ha cj nem nulla, akkor kezdetben mindkét oldatbol megindul a diffuzié a

membran kézepe felé. A 4. abran mutatjuk be a koncentracié eloszlas jelleggorbéit
néhany idbpillanatban. A kisérlet elejen a 0 < x < L intervallumon beliil a
koncentracié valtozik mind a hely, mind pedig az idé fliggvényében. Minket most az
érdekel, hogy elegendé hosszu idé utan, a stacionarius eseteben milyen lesz a
koncentracié eloszlas. A keresett c(x)-fliggvényt Fick Il. egyenletének megoldasa
szolgaltatja. Stacionarius esetben a koncentracio sehol sem fiigg az id6tél, azaz

minden helyen teljesil, hogy %:O. Ebbél kévetlkezik, hogy az alabbi

differencialegyenletet kell megoldanunk.

Fe

0=D— (11.26)
&
Mivel D = 0 ebbdl kbvetkezik, hogy a megoldas nem fiigg a diffuzios egytitthato
értékétol:
Fc

Ha a masodik derivalt nulla, ez azt jelenti, hogy az elsé derivalt konstans, jeldljik ezt
m-el.

L em (11.28)

Ennek a differencialegyenletnek a megoldasa pedig

c(x) = mx +b (11.29)
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ahol b egy masik allando. Ha figyelembe vessziik a peremfeltételeket, akkor a
konstansok helyettesitheték a c, és c; koncentraciokkal. A megoldas:

o(x)=—"—Lx+c, (11.30)

xV

stacionarius
{<t<t,
eset

11.4. abra: Stacionarius diffuzié kialakulasa

Fick II. térvénye alapjan tehat levonhatiuk azt a kovetkeztetést, hogy
amennyiben a diffuzés egylitthatt nem fligg a koncentraciotol, egyiranyu
stacionarius diffuzié esetén a koncentracié a hely fiiggvényeben linearisan
valtozik.
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11.1.2.2 Stacionarius radialis diffazié

A radidlis diffuzionak az anyagtranszport iranyatol fliggden két alapvetd formaja
létezik. Az egyik esetben a molekuldk egy rogzitett részecske feliiletérdl diffundalnak a
kozegbe, a masik eset ennek forditottja, amikor a tombfazisbdl torténik diffuzié egy gomb
alaku részecske feliiletére. Vizsgaljuk meg eldszor ezt az esetet.

a) Stacionarius diffiizié gdmb alaku adszorbenshez

minden olyan molekula, amely megkotddik az adszorbens feliiletén rogton atalakul, igy az
adszorbens feliiletén a koncentracié mindig zérus: c(r = a,) = 0. Legyen a masik

peremfeltétel az, hogy az adszorbenstdl tdvol a koncentracidé maradjon ¢, : c(rya,)=c,.

Ezekkel a hatarfeltételekkel a 11.25-6s differenciadlegyenlet stacionarius megoldéasa a
kovetkezo:

c(r)=c0(1—a’j (11.31)
r

A fenti koncentraciod eloszlasbdl latszik, hogy radialis diffizional még stacionarius esetben
sem kapunk linearis koncentracio-hely fiiggést. Ebbdl az egyenletbdl Fick I térvénye
segitségével meghatarozhatjuk a radidlis dramstriiséget is. Azt kapjuk, hogy

ar
2
7

J,(r)=-Dc, (11.32)

Diftuzié altal kontrollalt feliileti reakcidknal fontos a feliileti anyagaram ismerete. Ezt
konnyen megkaphatjuk, ha az aramsiiriséget megszorozzuk a feliilet nagysagaval:

I.(r=a,)=4a’r-j. (a,)=—4m, Dc, (11.33)

A fenti egyenlet alapjan megallapithatjuk, hogy stacionarius diffiziénal a gomb alaku
részecskén megkotédé molekulak szama nem az adszorbens feliiletével, hanem annak
sugaraval aranyos.

11.1.2.3 Koncentracio-zoéna egy- és kétiranyu szabad diffazidja

Szabad (korlatozas mentes) diffuziordl - szigoruan véve - akkor beszéliink, ha
a kbézeg, amelyben a diffuziés folyamat végbemegy végtelen méretli, peremfeltétel-
jellegli korlatozas véges tavolsagban nincs. Gyakorlati szempontbol korlatozas
mentesnek tekintjiik a véges meéretli rendszerben lejatszodo diffuziét mindaddig,
amig a diffundalé anyag még nem éri el a kisérleti berendezés végét.

Tovabbiakban vizsgaljuk meg egy 6 vastagsagu, a t = 0 id6pontban homogén

eloszlasu, c, kezdeti koncentracioju oldatréteg x iranyu, de kétoldali szabad
diffuziojanak kinetikajat.
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c(x,t) 5 c(x,t) c(x,t)
Co | -
At
—
' X X
x=0 x=0

11.5 abra: A koncentracié-zéna szabad diffuzidja.

A kezdeti allapotban az 6sszes anyag a o vastagsagu és A, keresztmetszeti

rétegben van. A diffuzi6 soran az oldott anyag csak erre a feliiletre meréleges
iranyban diffundalhat. Ez azt jelenti, hogy a diffundalé anyag mennyisége nem
valtozik, csak az x iranyu eloszlasa.

A, [ elx,t)dx = cy64, (11.34)

—00

azaz a 11.5 abran a gorbe alatti teriileteknek minden idépillanatbanban meg kell
egyezni.

Fick II. térvényének a megoldasa a korlatozasmentes diffuziora a kovetkezd
koncentracio-eloszlast adja: (Ez az eloszlas ki kell, hogy elégitse a Fick II.
differencialegyenletet, ellendrizziik!)

2
c(x,t) = 2\/% exp[— 4th} (11.35)

Vegyliik észre, hogy ez a megolddas megegyezik a Gauss-féle
hibafiiggvénnyel. Fontos paramétere az eloszlasfiiggvénynek az x = 0 helyhez
tartoz6 c,, maximalis koncentracio, valamint az inflexios ponthoz tartozé x, tavolség.
Mindkét mennyiség értéke valtozik a diffuzios folyamat soran. A (11.35)-6s

egyenletbdl rbégtén kiolvashatd, hogy a maximalis koncentracié hogyan fiigg az
idétol:

cO -1/2
cCy\l)=——-1 11.36

Az inflexios ponthoz tartozé x,elmozdulast az inflexios pontra vonatkozé

% =0 feltétel segitségével hatarozhatjuk meg:

x,(t)=+2D - (11.37)

A maximalis koncentraciéra, valamint az inflexibhoz tartozé tavolsagra
levezetett id6figges tipikus jellemzdje a diffuzios folyamatoknak. Tisztan diffaziés
jelenségeknél a karakterisztikus tavolsagok az id6 négyzetgydkével aranyosan
valtoznak!



