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12. A HOVEZETES MINT A BELSO ENERGIA TRANSZPORTJA

A tovébbiakban a hdvezetés problematikajat vizsgaljuk. Ez a jelenség joval
bonyolultabb a diffiziondl, mivel a belsé energia dramldsanak tobbféleféle modja van. Az
energia terjedhet hovezetéssel, konvekcidval ¢és sugarzassal.

A hévezetésnél a melegebb helyen 1évd, joval intenzivebb mozgést végzd molekuldk
itkozések sorozatdn keresztiil adjak 4t energidjukat a hidegebb helyen 1évd, lomhabb
mozgasu részecskéknek. Latni fogjuk, hogy a hévezetés a diffiziohoz hasonléd torvényekkel
irhato le.

A konvekcioval torténd hdvezetés rendkiviil bonyolult folyamatok 6sszessége. Ennél
az esetnél az energiat a részecskék szallitjak. Homérséklet kiilonbség hatasara az eltérd
strtiségli mozgékony fazisoknal megindul az anyagtranszport. A meleg levegd felszall, a
hidegebb pedig leszall cirkularis aramlésokat inditvan el. A konvektiv hdaramlas leirasat
megneheziti az a tény, hogy az dramlas a hdmérséklet eloszlastol fligg, amit azonban maga az
aramlas is befolyasol. Igen gyakran alakul ki kdotikus dramlas, turbulencia.

Hovezetésnek olyan transzportfolyamatot neveziink, amelynek sordn homérsékleti
inhomogenitds hatdsara az energia aramlasa indul meg. A belsenergia a magasabb
hémérsékleti helyrél az alacsonyabb hdémérsékletii hely iranyaba dramlik. Az aramlas
hajtéereje a hdmérséklet gradiense.

Az energiaaram-stiriisége kifejezhetd az energiadram hajtéerejével:

j,=LVT (12.1)

ahol az L, vezetési tényez0 (transzport egyiitthatd) negativjat hovezetési tényezének nevezik:
L, =-A. Az energiadram slirliség és a hajtderd kapcsolata:

j. ==AVT (12.2)

Alkalmazzuk az 4ltalanos transzportegyenletet a hdvezetésre. Most p a belsd energia
striiségét jelenti, melyet u-val jeloliink.
A bels6 energia dramlasara tehat irhatjuk, hogy:

% =-V(=AV)T = AV°T (12.3)

Megjegyezziik, hogy a fenti transzportegyenletben feltételeztiik, hogy a hdvezetési
tényez0 fliggetlen a helytdl. A belsOenergia siirliségét kifejezhetjiik a fajhdvel és a
p,, tomegsiiriiséggel.

du = p, C,dT (12.4)
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A mérlegegyenlet bal oldala tehat:

dT
PMCVE (12.5)

A fenti egyenletek Osszevonasaval, megkaphatjuk a hévezetés altalanos Fourier-féle
egyenletét:

a_ av’T (12.6)
a
ahol
a=—2 (12.7)
pMCv

az un. homérsékleti vezetési tényezo.

Vegyiik észre a diffuzios és hovezetési egyenletek formai hasonldsagat! Ez azt jelenti
szdmunkra, hogy a diffizional megtanultakat "csak" le kell forditani a hdvezetés nyelvére. Ha
a Fick II. differencidlegyenletében a koncentraciot a hdmérsékletre, a difftizids egylitthatot
pedig a homérsékleti vezetési tényezdre cseréljiik ki, megkapjuk a Fourier féle hovezetési
egyenletet. Ezen analogia a differencidlegyenletek megoldasaban is megmutatkozik. Példaul
stacionarius esetben egyiranyu hdvezetésnél a két eltéré homérsékletii részek kozott a
hémérséklet linedrisan valtozik a hely fiiggvényében.
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13. AZ IMPULZUSTRANSZPORT AVAGY FOLYADEKOK ES GAZOK
ARAMLASA

Az impulzus olyan extenziv mennyiség amely fluid rendszerek (gézok és folyadékok)
aramlési tulajdonsagainak értelmezésénél jatszik alapvetd szerepet. Mivel az impulzus a
tomeg ¢és a sebesség szorzata, ebbdl kovetkezik, hogy mozgd részecskék impulzust is
szallitanak. Az impulzus a bels6 energia dramahoz hasonléan a molekuldkkal egyiitt, de azok
mozgasatol fiiggetleniil is véndorolhat. Ennek megfelelden az impulzus aramlasa két részbdl
tevodik Ossze: a konvektiv és a konduktiv dramlasbol. Egyensulyban a molekulak a tér
minden irdnyaban azonos valosziniiséggel mozdulnak el, igy a teljes rendszernek nincs eredd
impulzusa. Gazok és folyadékok aramlésa egyiitt jar az impulzus dramlésaval, ezért ezt csak
kiils6 erdk fenntartasaval lehet elérni. A konvektiv vagy aramlasos impulzustranszportot a
13.1. abraval szemléltetjiik. Képzeljiik el azt, hogy a bilidrdasztalon nyugalomban 1évd
golyokat egy m tomegl, v sebességgel mozgd golyoval eltalaljuk. Az litkozés elott az
Osszimpulzus mv volt, mivel a tobbi goly6 alt, igy ezeknek nincs impulzusa. A jol sikertlt
talalat utdn a golyok szanaszét repiilnek minden irdnyba. Mivel az impulzus megmaradd
mennyiség, ezért a talalat utan a mozgod golyok megosztoznak az mv nagysagli impulzuson és
annak rajuk es6 részét magukkal viszik.
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13.1 abra: A konvektiv impulzustranszport szemléltetése
a) litkdz¢és eldtt, b) litkozés utan. A nyilak a sebességvektorokat jelolik

A Kkonduktiv vagy vezetéses impulzustranszport nem jar egyiitt makroszkopikus
mozgassal. Ezt szemlélteti a 13.2. abra, ahol egymas mellé, egyvonalban, szorosan érintkezve
felfliggesztett tobb fémgolyo lathatd. A ¢ idOpillanatban a golydsor jobb oldalan 1évd golyd
helyzetének kimozditasaval, majd elengedésével megiitjiik a golyosort. Az iités soran a
kimozditott golyd mv nagysagt impulzust ad at a szomszédos golyonak. Ennek helyzete nem
valtozik meg, s6t a tobbi golydé sem! Amit megfigyelhetiink az az, hogy igen révid Az id6
mulva a bal oldali utols6 goly6 balra kibillen. Az impulzus tehat az "all6 golyokon" at terjed,
ebben az esetben jobbrodl balra.
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13.2 abra: A konduktiv impulzustranszport szemléltetése

A fenti két példa az impulzus terjedésének két olyan esetét mutatja, amely molekularis
szinten is megvaldsul. Folyadékokban és gazokban a folyton mozgd molekuldk impulzust
szallitanak. Utkdzéskor pedig impulzust adnak 4t. Az impulzusiram nagysaga és tipusa
nagymértékben meghatdrozza az aramlasi tulajdonsdgokat. Ha csak a konvektiv
impulzusaramot vessziik figyelembe, azaz eltekintiink az energiadisszipaciotol, ami mozgd
fluid fazisokban a molekuldk kozott hatod belso surlodas és a kiilonbozd részek kozoti hdcsere
miatt mindig felléphet,valamint ha feltételezziik, hogy a vizsgalt rendszer 6sszenyomhatatlan,
akkor az un. idedlis aramlashoz jutunk. Redlis rendszereknél azonban mindig figyelembe
kell venni a az energiadisszipacio mértékét, a viszkozitast.

Folyadékok és gazok aramlasi tulajdonsagainak megértése ¢és leirasa elképzelhetetlen
az impulzustranszport torvényeinek ismerete nélkiil. Ez teszi lehetévé ugyanis, azt hogy
kiilonbozdé geometriai koriilményeknél hatarozzuk meg az aramlo anyag sebességeloszlasat,
az atlagos aramlasi sebességet, a térfogataramot, az dramlas soran fellépd nyirderdket,
valamint ezek kapcsolatat az d&ramlast el6idéz6 hatasokkal.

13.1 Az idealis, surlodasmentes aramlas

Idealis, surlodas mentes dramlds sordn nincs energiaveszteség. A befektetett
mechanikai energia teljes egészében a mozgatandd kozeg kinetikus energidjat noveli.
Képzeljiik el, hogy egy valtozd keresztmetszetii csOben folyadék éaramlik vizszintesen a
koordinata rendszer x- tengelyének irdnyban. Ezt az d&ramlast csak ugy tudjuk fenntartani, ha a
cso két vége kozott nyomaskiilonbséget hozunk 1étre. A folyadék a nagyobb nyomast helyrdl
a kisebb irdnyéaba folyik. Tételezziik fel, hogy az aramlas sordn a folyadék siirlisége nem
valtozik, azaz nem kovetkezik be a folyadék szamottevd taguldsa, vagy Osszenyomodasa.
Ebbol kovetkezik, hogy a nagyobb keresztmetszetli helyen masodpercenként athaladd
folyadék mennyisége sziikségképpen meg kell hogy egyezzen a kisebb keresztmetszetii
helyen atfoly6 folyadék mennyiségével.

v A =v., -4, (13.1)

x,1 '

ahol v _,az A keresztmetszetii helyhez tartoz6 x-irdny( &ramlasi sebesség, v _,és A4, jelentése

hasonlo. A folyadéknak fel kell gyorsulnia a szlikebb keresztmetszetli részben. Hasonl6an, ha
a folyadék eléri a tagabb csészakaszt, akkor lelassul. A gyorsulas, illetve a lassulas arra utal,
hogy az dramlas iranyaban olyan erének (vagy nyomadsnak) kell hatni, ami felelds az aramlasi
sebesség valtozasaért. Ebben az esetben az impulzus csak az dramlas irdnydban halad, arra
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meréleges komponense nincs. Az x-iranyu impulzusdram strtséget jeloljik j -el. Ennek

értéke kifejezhetd a p-v_ impulzussliriség és av_aramlasi sebesség szorzataval.

j ) =p-v; (13.2)

Ha az aramlas irdnyara egy merdleges feliiletet helyeziink el, akkor annak egységnyi
feliilletére j nagysdgt impulzusaramot szallitanak a feliilettel iitk6z0 molekuldk. Ha

ellentétes iranyt, de azonos nagysagu sebességgel pattannak vissza, akkor az idéegység alatti
impulzusvaltozas 2 . Ez pedig éppen az egységnyi feliiletli falra hato erd, a nyomas:

p(x)=2j.(x)=2pv} (13.3)

A fenti Osszefiiggésbol rogton kovetkezik, hogy a valtozd keresztmetszetli csében a nyomas a
cs6 tengelye mentén nem egyenletesen valtozik. A sziitkebb keresztmetszeti helyeken — a
nagyobb 4aramlasi sebesség miatt — a nyomas nagyobb, mint a tagabb részeknél. Ezt
fogalmazza meg a Bernulli torvény.

Az aramlasi viszonyok jellemzésére bevezethetjik az u, elmozdulasvektort.
Surlédasmentes folyadéknal minden egyes réteg azonos mdédon mozog, tehat az elmozdulés
vektor nem fligg a helytél. A valdsdgban azonban az egymas melletti folyadékrétegek, az
intermolekularis kdlcsonhatasok dramlast fékezé hatdsa miatt, nem egyforman mozognak. A
falhoz kozeli rétegek mozgasa lassabb, a faltdl tavoliaké pedig gyorsabb. Az
elmozduldsvektor tehat valtozik az mozgéasra merdleges iranyban. E véltozads mértékét
jellemezhetjik y deformacidval, amelyet az u elmozduldsvektorok gradienseként

definialunk:

y=—2 (13.4)

Surlédasmentes folyadéknal nem 1ép fel deformacio, y =0.
Az elmozdulasvektor idébeli valtozasaval definidlhatjuk a v _aramlési sebességet is:

du,
v, = 0 (13.5)
y , -

> -
— p=0 — YZ£0
e
- _>—>

X X

13.3. abra: Az elmozdulasvektorok és a deformacio surlodasmentes és redlis folyadékban.
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Az idealis folyadék a mozgatasahoz sziikséges Kinetikus energiat teljes egészében
megorzi, nem disszipalodik, azaz nem lép fel energiaveszteség. Az idedlis folyadéknal nem
beszélhetiink a disszipalt energidval kapcsolatos viszkozitasrol. Valdjaban az idealis folyadék
koncepcid olyan nem létezd hatareset, amelyet a kismolekulaja folyadékok és gazok bizonyos
koriilmények kozott megkdzelithetnek, de soha el nem érhetnek.

13.2 A belso surlodas

Képzeljiink el két egymassal parhuzamos siklapot (13.4. abra). Kozottiik legyen gaz,
vagy folyadék. A fels6 lapot mozgassuk allando sebességgel az x-tengely irdnyaban. A felsé
lap kozvetlen kozelében 1évé molekuldkat a mozgd lap a vonzd intermolekularis
kolcsonhatasok miatt magaval viszi. Ezek a molekuldk az x-irdnyban sodorjdk a feliilettdl
tavolabb levO szomszédjaikat. Ezt a hatast belsé surlodasnak nevezziikk. A belsé surlodas
miatt nyirderok 1épnek fel, amelyek a x-tengely irdnyt mozgést idéznek eld, az also lap felé
csOkkend sebességgel. A nyirderdk sebességjaruléka tehat a felsé laptdl az alsé felé haladva
fokozatosan csokken, az als6 lapnal zérussa valik. Az x-irdnya dramlasi sebesség nagysaga az
y irdny mentén valtozik. A nagyobb sebességli réteg gyorsitani igyekszik a lassubbat, és
forditva. A belsé surlodds kovetkezménye az hogy a mechanikai energia egy része
disszipalodik, hévé alakul. Minél nagyobb a fluid rendszer viszkozitdsa, annal nagyobb a
disszipalodott energia mértéke.

Az impulzus x-irdnyt konvektiv transzportja mellett, beszélhetiink az impulzus y
iranyu dramlasardl is, amely merdleges a molekuldk aramlasanak irdnyara. Az impulzusaram
hajtéereje az aramlési sebességek egyes rétegekbeli kiilonbozdsége (inhomogenitidsa). Ha
nem lenne kiilonbség az aramldsi sebességben, nem Iépne fel x irdnyt impulzusaram. Ez
jellemzi az el6z0 fejezetben targyalt ideélis folyadékot.

Ha egy molekula nem mindig parhuzamosan halad az aramlés iranyaval, hanem attol
eltér, mondjuk nemcsak x-irdnyu, hanem y-irdnyu sebességsebesség Osszetevoje is van, akkor
az impulzus nemcsak az aramlés iranyaban, hanem arra merdlegesen is aramlik.

Jey =PV, (13.6)

A molekuldk ekkor az x-iranyu impulzust kézvetitik az y-iranyba ahogy ezt a x. dbra
szemlélteti. Megjegyezziik, hogy nyugalmi allapotban a keresztiranyli impulzusaramok is
kiegyenlitik egymast. Ez a keresztiranyu ,,impulzus difftizié” csak aramld rendszereknél 1ép
fel.

X —>
Y| > Jx
— w0 |
> Iy
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13.4. abra: Az impulzusaram reélis rendszerekben

Az eddigiekhez hasonléan megfogalmazhatjuk az impulzusdram-siiriiség és a hajtderd
kapcsolatat. Ehhez azonban eldszor tudnunk kell, hogy milyen intenziv jellegi mennyiség
tartozi az extenziv jellegli impulzushoz. Termodinamikai tanulmanyaink soran megtanultuk,
hogy az energia valamely extenziv mennyis€g szerinti derivaltja éppen a hozza tartozd
intenziv mennyiséget adja meg. Most az energia a kinetikus energidt jelenti, az extenziv
mennyiség pedig az impulzus. Az impulzus véltozassal kapcsolatos intenziv mennyiséget,
tehat az alabbi derivalt adja meg:

"
O __ =v (13.7)

A fenti Osszefliggésbol kiolvashatd, hogy az impulzushoz tartozo jellemzd intenziv
mennyiség az aramlasi sebesség. Az impulzus konduktiv aramstirtisége az 1. fejezetben
leirtak szerint egy anyagi allando és a sebesség gradiensének szorzataként adhaté meg:

d
Ji =1y, =2 (13.8)
dy

ahol az n transzportegyiitthatot dinamikai viszkozitdsnak nevezziik. A negativ eldjel arra

utal, hogy az impulzus a nagyobb sebességii helyrdl aramlik a kisebb sebességii felé.

Vizsgaljuk meg, hogy mi a szemléletes jelentése az impulzusaram-stiriiségnek. Ha az
impulzusdram-stirliséget megszorozzuk az dramlasi sikban fekvd 4, nagysagu feliilettel, akkor
az impulzusaramot kapjuk:

dl
S 13.9
A (13.9)

Az impulzusmegmaradas tétele azt fejezi ki, hogy egy adott térrész impulzusanak
iddbeli valtozasa egyenld a térfogatban 1évo anyagra hat6 erdk f'ereddjével:

jiAv :£:d(mVX):m.dvx :ma:fx
S dt dt dt

(13.10)

A fenti sszefliggésben a jeloli a gyorsulast és f azt a nyiréerdt, amely az egyes rétegek x

iranytl elmozditasahoz sziikséges. Ha ennek az erfnek a negativjat elosztjuk az 4, nagysagu
nyirasnak kitett feliilettel, akkor éppen a 7 nyiréfesziiltséget kapjuk meg:

r=—f./4, (13.11)

A fentiekbdl 16vetkezik, hogy a konvektiv impulzusdaram-siiriiség nem mds, mint a
nyirofesziiltség. A (13.8)-as és (13.11)-es egyenletek alapjan levonhatjuk azt a kovetkeztetést,
hogy a nyirofesziiltség ardnyos az dramlasi sebesség inhomogenitdsdval és egy anyagi
allandoval.
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T=n—" (13.12)

Az aranyossagi tényez0 a dinamikai viszkozitids vagy belsé surlédas, amely a
folyassal szembeni ellenallas mértékét jellemzi. A (13.12)-es egyenletet Newton-féle
viszkozitasi torvénynek nevezziik. Megjegyezziikk, hogy a viszkozitds reciprokat
fluiditasnak, a sebességgradienst pedig gyakran deformacio-sebességnek nevezik. Ennek
oka, hogy a y deformaciot az u elmozdulasvektorok gradienseként definidljuk. A derivalas

sorrendjénem felcserélése rogton megmutatja a kapcsolatot a sebességgradiens és a
deformaci6 sebesség kozott:

dv, _d(du,\_d(du ) _dy (13.13)
dy dy\ dt ) dt\ dy ) at

A viszkozitas dimenzidja rogton kiolvashato a az (13.12)-es egyenletbdl : N -s/m”,
vagy masképpen Pa - s . A viszkozitas régebbi egysége a Poise (P) vagy a centipoise (cP). 1 P
= 0,1 Pa-s. Azokat a folyadékokat, amelyeknek viszkozitdsa nem fiigg a nyirderdk
nagysagatol newtoni —folyadékoknak nevezziik. Ha a (13.12)-es egyenlet alapjan dbrazoljuk
a nyirdfesziiltséget a sebességgradiens fliggvényében, akkor az un. folyasgorbét kapjuk.
Newtoni folyadékok folyasgorbéje a 13.4. adbran lathatdé egyenes, melynek meredeksége a
viszkozitas.

iga=n

dv.(v)ldy

13.4. abra: Newtoni folyadék folyasgorbéje

A koznapi értelemben folyadékoknak tekintett anyagok viszkozitdsa tobb
nagysagrendet Olel at. Ez a skéla a kis viszkozitdsu vizet és a nagy viszkozitdsi bitument
egyarant tartalmazza. Az igen nagy viszkozitasi bitumen észrevehetd modon nem folyik.
Nagy nyiréerd hatasara azonban deformalodik. Kisebb nyirds hatdsa csak néhany honap alatt
kovetkezik be észlelhetd folyas. Az emlitett példa jol szemlélteti azt, hogy a szilard és
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folyékony anyagok kozott nem htuzhatd egyértelmii hatdr. Az amorf szilard anyag ¢és a
folyadék kozott nincs szerkezeti kiiliinbség. Megallapodas szerint folyadéknak nevezziik a
0 <7 <10’ Pas viszkozitds tartoméanyba esd anyagokat, mig szilard testkre a 7 >10° Pas a
jellemzd. Ez az 6nkényes besorolas széles intervallumot hagy a szilard és a folyékony allapot
kozott. Ennek az az oka, hogy a folyési tulajdonsagok nem csak a hémérséklettél, hanem a
mechanikai igénybevétel sebességétdl is fliggnek.

A folyasi tulajdonsagok jellemzésére gyakran hasznaljadk a v kinematikai
viszkozitast, ami a dinamikai viszkozitas €s a folyadék stirtiségének hanyadosa:

y= (13.14)

n
P
A kinematikai viszkozitds dimenzidja m” /s .

13.1.Tablazat: Néhany anyag viszkozitasa, m Pa - s egységben

Anyag Hémérséklet Viszkozitas
Leveg6 18 °C 0,018
Viz 0°C 1,8
Viz 20 °C 1
Viz 100 °C 0,28
Glicerin 20 °C 1500
Higany 20 °C 1,6
n-Pentan 20 °C 0,23
Argon 85K 0,28
He' 42K 0,033
Szuperfoly. He* <2,1K 0
Uveg > 10"

A newton féle viszkozitasi torvény azt mutatja, hogy lamindris dramlds esetén az
egyes rétegek kozott, a belsd surlédas miatt ébredd nyirderdk és az aramlasi sebességprofil
szoros kapcsolatban 4allnak egymassal. A tovabbiakban sebességeloszlast, valamint a
nyirofesziiltség- eloszlast vizsgaljuk meg.

13.3 Az aramlasi sebességet meghatarozo tényezok

Az eldz6 fejezetekben belattuk, hogy aramlé fluid rendszereknél az dramlasi sebesség
a belsd surlodds miatt nem allando, hanem az aramlas irdnyara merdlegesen valtozik. Az
anyagtranszport leirdsanal nélkiilozhetetlen az aramlasi sebességprofil, a v _(y)fiiggvény,

amely megadja hogyan véltozik a linearis sebesség a hely fliggvényében.
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Az egyszeruség kedvéért tekintsiik két nyugalomban 1évé parhuzamos siklap kozé zart
folyadék, vagy gaz x iranyu egyenletes aramlasat. Tételezziik fel, hogy a mozgast az L
hosszlisagu, 7 magassdgii és w mélységli rés végeinél AP nagysagu, idében allando
nyomaskiilonbséggel érjiikk el. Szemeljiink ki Onkényesen két, a siklapokkal péarhuzamos
haladd Ax hosszusagu €s egymastol Ay tavolsagra 1évo réteget.

ve(y+4y)

Zv(y)

gz
Ax

13.6. abra: Két aramlo réteg mozgéasanak sematikus abrazolasa

A

»
»

Az egyik réteg mozogjon y magassagaban, a masik pedig y+ Ay tavolsagra az also
siklaptol.. Az y helyen mozg6 rétegre Newton viszkozitds torvénye alapjan

fx(y)z—n-m-w-(—dvé(y)) (13.15)
y

nagysagu fékezderd hat. A fenti erdt tigy kaptuk, hogy a nyirofesziiltséget megszoroztuk a
réteg Axw nagysagu feliiletével. A masik rétegre hat6 erdt hasonldéan kapjuk:

fx(y+Ay)=—n-Ax-w-(WJ (13.16)
y

A nyiras soran a molekulak kozott fellépd belso surlddas legyozésére erdt kell kifejteni. A

surlédassal kapcsolatos erd a két nyiroerd kiilonbsége, amit kifejezhetiink a két sik végeinél
haté AP = P(x + Ax) — P(x) nagysagli nyomaskiilonbség segitségével:

f.(v+Ay)- f.(») =[P(x+ Ax) - P(x)]- w- Ay (13.17)

Fejezziik ki nyiroerdket a sebességgradienssel:

U'M'W'(M]_U'M'W(MJ —[P(x+A) - P(x)] w-Ay  (13.18)
dy dy

Rendezziik 4t a fenti egyenletet ugy, hogy a bal oldalon az dramlési sebesség y szerinti
masodik differencia hanyadosa, a jobb oldalon pedig a nyomas x szerint elsé differencia
lhanyadosa legyen. Ekkor kapjuk, hogy
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[dvx(y + Ay)J ~ (dvx <y>J
dy _ [P(x + Ax) — P(x)]

dy
UN (13.19)
Ay Ax
Minden hatédron tali finomitas (Ay — 0 és Ax — 0) utdn az eredmény:
62
v() _10Pw) (13.20)

o> o ox

A fenti Osszefiiggés a hidrodinamika Navier-Stokes féle egyenletének egyiranyu stacionarius
aramlasra vonatkozd egyszersitett alakja. Ennek levezetésekor feltételeztilk, hogy az
aramlés laminaris és a folyadék dsszenyomhatalan. A fenti
egyenlet bal oldalan az d&ramlési sebesség hely szerinti masodik derivaltja van. Tudjuk, hogy a
masodik derivalt eldjele a fliggvény homora, vagy domboru voltara utal. Ha a vizszintes rés
jobb oldalén kisebb a nyomas,mint a bal oldalén, akkor a nyomésgradiens értéke negativ, a
masodik derivalt eléjele ugyszintén. Ebbdl kovetkezik, hogy a sebességprofil az y tengelytdl
nézve domboru, azaz az dramlés balrdl jobbra, azaz a nagyobb nyomast helyrdl a kisebb felé
torténik. Az is kiolvashatd a fenti egyenletbdl, ha nincs nyomasgradiens, akkor vagy nincs
aramlas, vagy az aramlasi sebesség a sikra merdleges iranyban linearisan valtozik.

Akovet (13.20)-as egyenlet segitségével hatdrozhatjuk meg a kiilonb6z0 tiptisti &ramldsoknal
kialakul6 sebességi profilt.

13.4. Az aramlasi profil

A kovetkezOkben vizsgiljuk meg Osszenyomhatatlan folyadékok laminaris
aramldsanak néhany egyszeriibb, de gyakran eléforduld esetét. Az aramlést jellemezziik az
aramlds x irdnyara merdlegesen mért v _(y)aramlasi sebesség-eloszlassal. Ez utdbbit
nevezhetjiik d&ramlasi profilnak. Ebb6l meghatarozhatjuk a Z atlagsebességet, majd pedig az
I, térfogataramot. Az adott helyhez tartozo nyirofesziiltséget, vagy nyirderdt is az aramlasi

profil segitségével hatarozhatjuk meg. Mindezekbdl kovetkezik, hogy az dramlasi profilnak
kitlintetett szerepe van folyadékok és gazok dramlasanak leirasaban.

13.4.1 Az dramlasi sebesség egyenletesen mozgo és allo parhuzamos feliiletek kozott

Tekintslink két vizszintes iranyban parhuzamos, egymastol h tavolsagra 1€évo siklapot.
Az als¢ siklap helyzete legyen rogzitett, a felsé pedig mozogjon egyenletes v, sebességgel.
Toltsiik ki a két siklap kozti teret folyadékkal. Az x és z tengelyeket a sikokkal parhuzamosan

vessziik fel, igy hogy az x tengely mutasson a felsd sik elmozduldsanak irdnyaba. Legyen a
siklapok hossza L, z-iranyi mérete pedig w.
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13.7. abra: Egyenletesen mozgo siklappal eléidézett aramlas.

A folyadékra most csak a mozg6 és a nyugalomban 1évé feliiletek hatnak. Ezek hatdsara a
folyadék az x iranyban aramlik. Az aramlés intenzitasa az x tengely irdnydban mindentitt
azonos. Ez a (13.3)-as 0sszefiiggés szerint azt jelenti, hogy a folyadék nyomasa nem valtozik
az x tengely mentén, azaz nincs nyomasgradiens. A folyadék sebessége csak az y iranyban
valtozhat.

A v _(y)sebességeloszlast a (13.20)-as Navier-Stokes egyenlet segitségével

hatarozhatjuk meg:

(azv_@} =0 (13.21)
oy

A fenti egyenlet megoldasa szerint a sebességeloszlas a folyadékban az y-tengely mentén
linearis. A hatarfeltételek figyelembevételével sebességprofil a kovetkezd alaku:

vx(y)=v‘“%-y (13.22)

A felsé mozgo lapnal (y=h) a sebesség maximalis, mig az als6 siklap feliiletén (y=0) az
aramlasi sebesség zérus. Vegylik észre, hogy sem az aramlasi sebesség, sem az aramlési profil
alakja nem fligg a viszkozitastol.

Meérésekkel az idéegység alatt, egységnyi feliileten ataramlo folyadék mennyiségét is
meg tudjuk hatdrozni. Ez az [, térfogatdram kiszdmithatd az aramlési profil segitségével.

Osszegezniink kell a wdh nagysagli elemi feliiletelemeken atfolyd v_(y)wdh nagysagi
folyadék mennyiségét.

h h
wy A%
I, =wlv,(ndy =%jydy =wh = (13.23)
0 0

A térfogataram az atfolyasi feliilet és a maximalis sebesség szorzatanak a fele. A fenti
Osszefiiggésbol rogton kovetkeztethetliink az atlagos aramlasi sebességre is. Nem kell mast
tenniink, mint a térfogatdramot elosztani a wh nagysagu feliilettel.

I
v, = = Ymax (13.24)
wh 2
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Az atlagos aramlasi sebesség a maximalis sebesség fele. A sebességeloszlasbol
meghatarozhatjuk az 4allo, illetve mozgd sikra hatd nyirderd, illetve a nyirofesziiltség
eloszléasa is. Ehhez a Newton-féle viszkozitds egyenletet hasznaljuk fel.

d
Ve _ gy Ymax (13.25)
dy h

7. (y)=n

Itt 7__ az x és z sikra hat6 nyiréfesziiltséget jeloli. A Newton egyenletbdl arra az eredményre

jutunk, hogy a nyirofesziiltség csak a v, //h sebesség-gradienstdl és a viszkozitasatol fligg,

nem fiigg a helyt6l. A 13.8. dbra mutatja az aramléasi sebesség €és a nyirderd y iranyu
valtozasat

y y

— VX(Y)

—>
S
it

Ty y(Y)

VVYVVVYYVYYVYY

X X

13.8. abra: Az aramlasi profil és a nyirderdfesziiltség eloszlasa egyenletesen mozgd
¢s nyugvo siklapok kozott

13.4.2 Folyadék aramlésa vizszintes résben

Tekintsiink két rogzitett, parhuzamos sik kozott, AP nagysdgii nyomadskiilonbség
hatdsara végbemend aramlast. A koordinata rendszeriinket valasszuk meg ugy, hogy az x
tengely mutasson az dramlas iranyaba. Legyen a résvastagsag A, a rés mélysége w €s a rés
hossza pedig L.

P+AP P
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13.9. abra: Aramlas résben

A aramlési profilt most is a Navier-Stokes egyenlet segitségével hatarozhatjuk meg.
Hasznaljuk ki azt, hogy a dsszenyomhatatlan folyadék esetén, alland6 résvastagsag mellett a
nyomasesés egyenletes. A nyomasgradiens helyett irhatjuk, hogy

oPx) __AP (13.26)
ox L

Ezt figyelembe véve a Navier-Stokes egyenlet a kovetkez6 formaban irhatjuk:

2
g e AP (13.27)
oy n-L

Stacionarius esetben a fenti egyenlet jobb oldala 4llando érték, igy a sebességre azt kapjuk,
hogy

vx(y)=£~y2+ay+b (13.28)
2nL

Az a és b allandokat a hatarfeltételekbdl hatarozhatjuk meg. Az dramlasi sebesség ugyanis
zérus a két lap felszinén, azaz teljesiilnie kell a kovetkezd két feltételnek: v (y =0)=0 és

v (¥ = h) =0.Ezekbdl rogton kovetkezik, hogy b=0. A sebességprofilra azt kapjuk, hogy

vx(y)zﬁ-(hy—yz) (13.29)

A fenti képletbdl latszik hogy a sebességeloszlas a folyadékréteg aramlésara merdleges
iranyban parabolikus. A maximalis aramlasi sebesség a réteg kozepénél van.

kAP

Vi = ——— 13.30
max 877 L ( )

Meghatarozhatjuk az idéegység alatt a résen ataramlé folyadék mennyiségét is. Ehhez nem
kell mast tenniink, mint Osszegezni a wdh nagysagl feliilletelemeken atfolyo v _(h)wdh

mennyiségll folyadékot:
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3

whe AP n 2 (13.31)
12n L 3

h
I, =wlv,(ydy =
0

A szamitds meglepd eredménye az, hogy a térfogatdiram nem az dramlési feliilettel (wh),
hanem annak a réstavolsag négyzetével képzett szorzataval aranyos. A fenti dsszefliggésbol
az is latszik, hogy minél nagyobb a viszkozitds, annal kevesebb folyadékot lehet iddegység
alatt széllitani. A folyadék atlagos &aramlasi sebességét is meghatarozhatjuk a fenti
egyenletbdl. Ehhez nem kell mdast tenniink, mint a térfogatiramot elosztani az aramlasi
keresztmetszettel.

poo b _ AP 2 (13.32)

Az atlagos aramlasi sebesség a maximalis sebesség kétharmada.
Hatdrozzuk meg a nyirofesziiltség eloszlasat. Ezt a Newton egyenlet felhasznéalasaval
kaphatjuk meg:

dv AP
L =—— \h=-2 13.33
s 2L( ) (13.33)

r.(»)=n

A fenti Osszefiiggéss szerint a nyirderdk linearisan valtoznak a résben a siklapokra merdleges
iranyban.

y L y - > >
——» | >
| N Vx(y) — Tx,y(y)
— —>
IS —>
~ =
X X

13.10. abra: Az aramlasi profil és a nyirderdk eloszlasa parhuzamos résben

13.4.3 Folyadék aramlésa cs6ben

Végiil vizsgaljuk meg a folyadék &aramlasat egy tetszdleges, de végég azonos
keresztmetszetli csOben. Vegyiink egy L hosszisdgu és R,sugard csovet. Mozgassa a
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folyadékot x irdnyban a cs6 végeinél mért AP nagysagu nyomaskiilonbség. Hatarozzuk meg a
sebesség sugar iranyu fiiggését: a v_(r) - fiiggvényt.

P+AP

)

A
v

13.11. abra: Aramlas cs6ben

Nyilvanval6, hogy a folyadékdramlds sebessége mindeniitt x iranyd, valtozds csak sugar
iranyban, azaz y és z iranyaban varhatd. A Navier-Stokes egyenlet ebben az esetben a
kovetkezd alaku:

[GZVZXJ+[62V;]=— AP (13.34)
oy oz n-L

A sugéar irdnyt fiiggés meghatdrozdsa érdekében célszerli polarkoordinatdkat bevezetni.
Valasszuk meg r-t gy, hogy értéke legyen a cs6 tengelyénél 7=0, a cs6 falanal pedig r=R,. A
fenti egyenlet atirasa utan az alabbi differencialegyenletet kapjuk:

Ld( dv.)__AP (13.35)
rodr dr n-L
Ennek altalanos megoldasa a kdvetkezo:
vx(r):—ﬁ-r2+a-lnr+b (13.36)
4nL

Az a és b egyiitthatokat a peremfeltételek segitségével szdmithatjuk ki. Mivel a sebesség
minden pontban véges, beleértve a kdzéppontot is, ezért In » divergencidja miatt az a allandot
nullanak kell valasztani. A b 4allandot a v (r = R,) = 0 feltételbdl hatdrozhatjuk meg. A

végeredmény:
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vx(r)=%-(Ro2 ~r?) (13.37)

A fenti Osszefiiggést mas mddon is levezethetjiik. Szemeljiink ki a vizszintesen dramlo
folyadékban egy dz vastagsagli réteget, amely z irdnyd mozgast végez. A folyadék
mozgatasdhoz nyomaskiilonbségre van sziikség. A dz vastagsagu folyadékréteg csak akkor
mozog, ha jobb oldalan ¢és bal oldaldn a nyomas kiilonbdzik. Legyen a bal oldali felszinén a
nyomas P, mig a jobb oldali felszinén P+dP. Ez azt jelenti, hogy a folyadék jobbrol balra
aramlik. Meghatarozhatjuk minden egyes r sugart, teleszkopszeriien aramlo réteghez tartozo
nyiréfesziiltséget. Ezt gy kapjuk meg, hogy vessziik az aramlas irdnyaba mutaté mozgatoerot
¢s elosztjuk az dramlo réteg surlodo feliiletével. A mozgatderd a réteg két oldala kozotti dP
nyoméskiilonbség és az r’znagysagn feliiletelem szorzata. A vizsgalt r sugari réteg
2rrm - dz nagysagu feliilettel érintkezik a szomszédos rétegekkel. Az impulzusaram-siriiség,
ami nem mas, mint a nyirofesziiltség negativja tehat:

2
_rmdb__r dp (13.38)
2rm-dx 2 dx

Ji=-T=

Staciondrius aramlasnal a cs0 két vége kozotti Apnagysagu nyomaskiilonbség
egyenletesen valtozik az L hosszisagu csé mentén, mivel a folyadék dsszenyomhatatlansaga
miatt a térfogatdram nem fiigg a helyt6l. Ebbol kovetkezik, hogy

dap = konstans = AP (13.39)
dx L
Az impulzusaram-siirisé¢g tehat
r AP dv
== —= 13.40
Ji=y T (13.40)

A differencidlegyenlet megoldasa érdekében rendezziik at a fenti 0sszefiiggést.

dv. = A0 g = BF4() (13.41)
4Ln 4Ln

Az altalanos megoldas rogton kiolvashato a fenti egyenletbdl:

AP -r* + konstans (13.42)

v.(r)=
(1) Ly
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A konstans értékének meghatarozasa érdekében vegyiik figyelembe, hogy a cso faldnal a
folyadék sebessége zérus, azaz v_(r = R,) = 0. E feltétellel az (13.42)-es Osszefiiggés az

alabbira modosul:

2 2
(=2 (R - )= AR [y (13.43)
4Ln 4Ln R,

Az aramlési profilt egy parabola irja le. A maximalis aramlési sebesség a cs6 tengelyénél
van:v(r =0) = v, _, .Ez egyenesen ardnyos az aramlast el61dézd nyomaskiilonbséggel, a sugar
négyzetével és forditottan ardnyos a viszkozitassal, valamint a csé hosszaval:

R, AP
Vo =——

— 13.44
max 477 L ( )

Az (13.43)-es és (13.44)-es egyenletek 0sszevondsaval a sebességprofilt az alabbi forméban is
megadhatjuk:

rZ
v.(r)=v._. -(1 _F] (13.45)

0

A cs6 keresztmetszetén idoegység alatt atdramld folyadékmennyiséget ugy kapjuk
meg, hogy az egyre nagyobbra valasztott 2rz-dr feliileti gylirli alakt feliiletelemeken
atfolyd  v(r)-2rz-dr mennyiségli  folyadék mennyiségét Osszegezzik a  teljes
keresztmetszetre:

Ry
I, =2z jr-v(r)-dr (13.46)
0

A fenti integralas az aramlasi profil segitségével konnyen elvégezhetd. A térfogatdramra azt
kapjuk, hogy

‘R
i) % (13.47)

A fenti 0sszefliggésbol kiolvashatd, hogy az egységnyi id6 alatt ataramld folyadékmennyiség
a csO sugaranak negyedik hatvanyaval aranyos. Ezt az egyenletet a szakirodalomban Hagen-
Poiseuille torvénynek nevezik.

A Hagen-Poiseuille torvénybdl az atlagsebességet megkapjuk, ha a térfogataramot
elosztjuk a cs6 keresztmetszetével.:

I, _R AP _1
Rir 8y L

—y (13.48)

VX = 2 max
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Az atlagos aramlasi sebesség pontosan fele a maximalis sebességnek.
Hatarozzuk meg a nyiréfesziiltség eloszlast. A Newton egyenletbdl kovetkezik, hogy

(ry=——- r (13.49)
n

A nyirofesziiltség a cs6 kdzepén zérus, kifele haladva linearisan novekszik a sugarral. Az is
latszik, hogy a nyirderd egyenesen ardnyos a nyomaseséssel és forditottan a folyadék
viszkozitasaval.

r i —>,
— r —
L » —»
| I —
> —>
X X

13.12. abra: A sebességprofil €s a nyirdfesziiltség eloszlasa csébeli aramlasnal

13.4.4. Gaz aramlasa kapillarisban

Folyadékok 4ramldsdnak leirdsdnal kihasznaltuk azt, hogy a folyadék
Osszenyomhatatlan. Ennek kovetkeztében a csé két vége kozotti nyomasesést tavolsag
fliggvényében linearisnak tekintettiik (lasd az 13.39-es egyenletet). Gazoknal ez a feltétel az
Osszenyomhat6sag miatt nem teljestil.

dap # konstans = AP (13.50)
dx L

Gazok aramlasanal a térfogatdram — az 6sszenyomhatdsag miatt - nem 4llando, hanem helyrdl
helyre valtozhat. Célszerli ezért a térfogatdram helyett a komponensaramot vizsgéalni. Ez mar
fliggetlen a nyomastél. A komponensaramot a tokéletes gazokra vonatkozo torvény
felhasznalasaval ugy kapjuk meg, hogy a térfogataramot megszorozzuk a nyomaéssal és
elosztjuk RT-vel.

g - _ P odn_ P

= = = . 13.51
Y dt RT dt RT " ( )

frjuk 4t a Hagen-Poiseuille egyenletet az I, komponensaram segitségével:
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P dV _Rjm P dP

=0 o il (13.52
RT dt 8n RT dx
A fenti differencidlegyenletet célszeri a megoldés érdekében atalakitani.
R4
I,-dz=—"""_.4(p?) (13.53)
167RT

Mivel a komponensaram a csé minden pontjdn azonos, nem fiigg z-t6l, igy az (13.53)-as
differencialegyenlet megoldasa integralassal egyszerl feladat. Az eredmény:

R4
I = ﬁ-(ﬁz - P}) (13.54)
n

A géaz aramlési sebessége nem a nyomasok, hanem a nyomdas-négyzetek kiilonbségével
aranyos.

13.5 Newtoni és nem-Newtoni folyadékok

Azt a folyadékot, amelynek viszkozitdsa nem fiigg az aramlas intenzitasatol (Vv-tdl
vagy 7-t0l) Newtoni folyadéknak nevezziik. A kismolekuldju folyadékok Newtoni-
viselkedésiiek, de sok folyadéknal, foként nagymolekulatomegli anyagok oldatainal a
viszkozitds az aramlasi viszonyoktdl ( a nyirofesziiltségtdl ) is fligg. Az ilyen Un. nem-
Newtoni folyadékok két nagy csoportra oszthatok, attdl foggden, hogy a viszkozitasuk a
nyirofesziiltség novelésekor csokken vagy nd. Szerkezeti viszkozitasrol beszéliink, ha a
viszkozitas nyirds hatisara csokken, dilatanciardl ha a nyirofesziiltség novelése a viszkozitas
ndvekedését vonja maga utan.



