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1. fejezet

Fazisegyensulyok modellezése
és szamitasa

1.1. Az egyensily feltételei

Egymassal érintkez6 (fallal el nem valasztott) fazisok egyensulya sziikségképpen
termikus és mechanikus egyensillyal jar egyiitt, ezért a fazisegyensily sziikséges
feltétele a hémérsékletek és a nyoméasok egyenlGsége:

Tt =1H (1.1)

pl=p" (1.2)

A T és p valtozok megadasa mellett a termodinamikai egyensilyt a szabadentalpia
szélsGértéke jellemzi, ezért a fazisegyensilyok szamitasat a G(T), p) molaris szabad-
entalpia-fiiggvény szélsGérték-tulajdonsigara vezetjiik vissza.

Ha egymaéssal érintkezd fazisok molaris szabadentalpidja kiilonbozne, akkor a
fazisok aranyanak megvéaltoztatasaval csokkenteni lehetne a teljes rendszer molaris
szabadentalpiajat. Innen kovetkezik, hogy a szabadentalpia csak tgy lehet mini-
malis, ha a fazisok molaris szabadentalpiaja megegyezik:

Gl =g’ (1.3)

Elegyek esetén a komponensenkénti parcialis molaris szabadentalpia (kémiai poten-
cial) azonossaga is sziikséges feltétel

W=l =120 (14

melybdl az (1.3) molaris feltétel teljesiilése viszont kévetkezik. Az (1.1)- (1.4)
feltételek sziikségesek, de nem mindig elégségesek. A legtobb gyakorlati
esetben mégis csak ezek teljesiilését szokés ellendrizni, mert a szélsGérték-feltétel
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8 1. Fazisegyensilyok modellezése és szamitasa

ellendérzése nagyon bonyolult. Ennek ellenére egyre gyakrabban ellenérzik a fazi-
sok stabilitasat szélsGérték-kereséssel, elsGsorban folyadék-folyadék megoszlasok és
nagynyomésu fazisegyensilyok esetében.

1.2. Tiszta anyagok formalis termodinamikaja

A tiszta anyag Osszefiiggd egyensilyi P-V—T adatai ezen valtozok haromdimenzios
terében az un. egyensulyi allapotfeliiletet alkotjak. A termikus allapotegyen-
letek az allapotfeliilet leirasara szolgalo Osszefiiggések. p és T rogzitése mellett az
egyensilyi V értéke nem egyértelmd, ezért az allapotegyenleteket nyomasra szoktuk
kifejezni:
p=p(V,T) (15)

A kalorikus tulajdonsagok (U, S, A, G) abszolut értéke részben (az S entropia
kivételével) csak egy referencia-allapottol valo eltérésként értelmezhetd, masrészt
pedig a gyakorlatban érdektelen. A referencia-allapot célszertien valamilyen jol
ismert idealis allapot, pl. tokéletes gaz vagy tokéletes kristdly, melynek tulajdon-
sdgait mar ismerjiik.

Gyakran alkalmazott referenciaallapot a tokéletes gaz valamely allapota. A
tokéletes géz termikus allapotegyenlete:

o _ NKT _ nNAKT _ RT

v v v

Ha a tiszta anyagok kalorikus tulajdonsagainak meghatarozéasat a tokéletes gaz-
tol valod eltérés szamitasara vezetjiik vissza, akkor az anyag U egyenstulyi moléris
bels6 energiajat, S egyensulyi molaris entropiajat, H egyensulyi moléris entalpiajat,
A egyensiilyi molaris szabadenergiajat és G egyensilyi molaris szabadentalpidjat a
tokéletes gaz megfelels adatdnak és a szamitott eltérésnek az Osszege adja:

X =X"+AX

ahol X tetsz6leges kalorikus tulajdonsagot jelol. Az eltérést azonban tobbfélekép-
pen is definialhatjuk, azaz a tulajdonsagok felbontésa a referencia-allapotu tokéletes
gaz tulajdonsagara plusz eltérésre tobbféle megallapodas szerint is torténhet.

Célszerti lehet pl. az aktualis nyomas referencia-konvencié, ahol a p* referenci-
anyomaés az aktudlis p nyomaéssal egyenls (p* = p):

X (T>p> = XD (Tap) + ATp)(
vagyis ahol az eltérés definicidja:
Arp,X = X (T,p) — X" (T, p)

A potencialfiiggvények szamitasdhoz a termodinamika alabbi, altalanosan érvé-
nyes Osszefliggésébdl lehet kiindulni:

(dA)y = —p(T,V)dV
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A szabadenergia eltérését megkapjuk, ha a nyomaéast allandoé hémérsékleten in-
tegraljuk moltérfogat szerint a referenciaéllapottol a realis gaz allapotaig:

aktualis allapot
AA=— / p(T,v)dv
referencia-allapot

Itt v az integralas kozbeni (index) moltérfogatot, V' pedig az adott moltérfogatot
jeloli.

E két hatar kozti integralds nem megy kozvetleniil, mert a referencia-allapot a
tokéletes gaz valamely allapota, és a gaz tokéletességét vagy redlissagat nem tudjuk
valtoztatni a térfogat fliggvényében. Ellenben végtelen moltérfogat mellett minden
anyag tokéletes gazként viselkedik. Az integralt két részre bontjuk: integralunk a
tokéletes gaz egyenlete szerint a referenciaallapottol végtelen moltérfogatig, majd
ehhez hozzéadjuk a realis egyenlet szerinti integralt végtelen moltérfogattol az adott
moltérfogatig.

Rogzitett nyomas referencia-konvencié esetében:

v oo
AppA = —/p(Tﬂ))d’U - /pD (T,v)dv
0 %
ahol
o AT
p

vagyis a referencianyomésnak megfelel¢ moltérfogatu tokéletes gaztol integralunk
az adott allapoti reélis anyagig. A tokéletes gaz egyenlete szerinti integral azonban
nem konvergens. Ezt az akadélyt ugy hidaljuk at, hogy a jobboldalhoz hozza is
adjuk az

T
&dv

integralt, meg le is vonjuk bel6le:

1% 1%
Ay A = —/ [p (T,v) — RT} dv — Edv — gdv
v v

v
e’} o) %

Az eredmény:

v V*

\4
ATp*S(aATp ) /{ﬁp (T,v) ]j’] dv+ Rln (“//) - R

v
RT v
ArpA = —/ {p(T,v) — } dv—RTIn —
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ahol

és Z az un. kompresszibilitas:

Aktualis nyomés referencia-konvencio esetében annyi a valtozas, hogy a referenci-
anyomas helyébe az aktudlis nyomés értékét irjuk:

\%4
ArpA = —/ {p (T,v) — B;T] dv—RT'InZ (1.6)
0AT,A r op(T,v) R
__(2emay [P\ _
ArpS = < T >v /{ a7 U}dv—FRan R

A szabadenergia és az entropia ismeretében az Osszes tobbi kalorikus allapotjelzé
elgallithato:
AU = AA+TAS

AH = AU + RT (Z — 1)
AG=AA+RT(Z - 1)

1.2.1. Globalis instabilitas és elkiiloniilés

A mintapéldaban a van der Waals-egyenlet redukalt alakjat hasznaljuk:

8 3

TTEg—1 P

Ennek ¢ = 0, 75 relativ hdmérsékletii izoterméjat mutatja az 1.1 dbra. Az izoter-
mahoz tartozo egyensulyi redukalt nyomas 7° = 0, 282463. Az abran behuztuk azt
a vizszintes egyenest, mely ezen a nyomason a két egyensulyi fazis (L="Liquid"=fo-
lyadék, V="Vapor" = para) megfelel6 redukalt moltérfogatat (n;, = 0,489631 és
Ny = 5,64305) metszi ki az izotermabol. A vizszintes Osszekots szakasz a szami-
tott izoterma alatt és f6lott azonos teriileteket hatéarol el. Ezt kénnyd belatni, de
ez az ismeret utélagos: ha tudjuk, hogy két fazis kiiloniil el, akkor a szabalynak
teljesiilnie kell. Azonban ez a szabéaly a fazisok elkiiloniilését nem indokolja.

A fazisok szétvalasat az egyensiilyi termodinamika torvényei szerint csak az in-
dokolhatja, hogy valamilyen potencialfiiggvény értéke kedvezsbbé valik. Vegyiink
szemiigyre egy olyan redukalt moltérfogatot, mely a m = 0,282463 redukalt nyo-
masu vizszintes 0sszekots (egyensulyi) vonal, vagyis a valodi izoterma-szakasz két
végpontja kozott van! Ha a (redukalt) homérsekletet és a (redukalt) moltérfogatot
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12 1. Fazisegyensilyok modellezése és szamitasa

rogzitjik, akkor az egyensulyi allapotra jellemz8 az A (Helmholtz-féle) szabadener-
gia minimuma. Az 1.2 abran felrajzoltuk a ¥ = 0,75 relativ hémérséklethez
tartozo szamitott (redukalt) szabadenergia-tobblet (Ary A/RT)

Ary A
}?j/“ = f% —1In(n—1/3)

gorbéjét. Jol lathatod, hogy az np = 0,489631 és ny = 5,64305 redukalt mol-
térfogatokhoz k6z0s érinté hazhato, és hogy a vizsgalt szakaszon a szamitott sza-
badenergia mindenhol nagyobb, mint ami a két széls§ pont kombinaciojabol nyer-
hetd, vagyis a homogén rendszer moltérfogat szerinti fazis-szétvalasaval az atlagos
moléris szabadenergia csokken. Ezért a vizsgalt szakaszon a homogén rendszer a
stirtiség-ingadozasokkal szemben instabil. A valodi szabadenergia-fiiggvény a vizs-
galt szakaszon a kozos érintének az a része, ami a két széls6 pontot 0sszekoti.

A kozos érint6 az n = 0 redukalt moltérfogatnal a fiiggtleges tengelybdl a -
1,13839 értéket metszi ki. Az altalanos érvényi

_ (o4
P==\av ),

Osszefiiggés felhasznalasaval ellendérizhets, hogy a kimetszett érték éppen az n; =
0,489631 és ny = 5,64305 redukalt moltérfogatokhoz tartozd redukalt szabaden-
talpia-tobblet (Ary G/RT):
AT\/G . _i 377
RT 49y 3n-—-1

—1In(n-1/3)

Az 1.3. abran felrajzoltuk a ¢ = 0,75 relativ h6mérséklethez tartozo szamitott
(redukalt) szabadentalpia-tobblet gorbéjét is, valamint a -1,13839 értékd vizszintes
egyenest, mely a szabadentalpia gérbéjét éppen az nr = 0,489631 és ny = 5, 64305
redukalt moltérfogatoknédl metszi. Ez tokéletesen megfelel annak az ismeretnek,
hogy mivel az egyensilyi fazisok hémérsékletei és nyomasai megegyeznek, a régzi-
tett nyomashoz és moltérfogathoz kapcsolt szélsGérték-kritérium, vagyis a molaris
szabadentalpia értéke a két fazisban azonos. A moléris szabadentalpidk egyen-
I6sége a fazisegyensily sziikséges feltétele; az Osszes molaris szabadenergia mini-
muma adott héfok és moltérfogat mellett a fazisegyensuly elégséges feltétele.

1.2.2. Fugacitas és fugacitasi egyiitthato

Az (1.3) feltétel teljesiilésének ellendrzéséhez szamitani kell a fazisok molaris sza-
badentalpiait. Az ilyen jellegii szamitdsok alapja mindig valamilyen allapotegyen-
let.

Mivel célszertien ugyanazt a referenciaéllapotot alkalmazzuk a két fazisnal, ele-
gend§ az eltérések azonossaganak ellendrzése. Mivel a két fazis hdmérséklete egyen-
sulyban megegyezik, teljesiilnie kell az alabbi egyenl&ségnek is:

AGI  AGH
RT ~ RT

(1.7)
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1.3. abra. Redukalt szabadentalpia és egyensulyi megoszlas

Tokéletes gaz esetében a szabadentalpia valtozéasa allandé hémeérsékleten:
(dG"), = %dp = RTd (Ilnp)
Ezért a tokéletes gaz szabadentalpidja igy is kifejezhetd:
GP (T, p) = G° (T,p) — G° (T, p*) = RT (Ilnp — Inp*) = RTIn z% (1.8)
A tokéletes gaztol valo eltérs viselkedés formalisan tgy is kifejezhets, hogy a

p nyomés helyébe egy attol eltérs f tulajdonsagot irunk, amit (Lewis javaslatéara)
fugacitasnak neveziink:

G(T,p) = RTln i* (1.9)
p
A (1.9) Osszefiiggés a fugacitas definicidja.
(1.8) és (1.9) Osszevetésébdl lathato, hogy a fugacitas (logaritmusa) szoros 6sz-
szefliggésben all a ArpG szabadentalpia-eltéréssel:

ArpG =G (T,p) — G° (T,p) :RTlng =RTlny (1.10)

A (1.10) osszefiiggés egyben a ¢ fugacitasi egyiitthatoé definicidja:

T I~

2



14 1. Fazisegyensilyok modellezése és szamitasa

Az egyensily (1.7) sziikséges feltétele tehat igy is irhato:
Ly (1.11)

vagy
Inp! =1n!! (1.12)

Az (1.12) alakot tiszta anyagok fazisegyenstilyanak szamitasahoz, az (1.11) ala-
kot megfelels kifejtés utan (1.5.1. és 1.5.2. alfejezetek) elegyek fazisegyenstlyanak
szamitasanal alkalmazzuk.

Az eltérés-szamitasok alapjan a fugacitasi egyiitthato logaritmusa kénnyen ki-
fejezhets:

Inp = lni = ArpG = ArpA +
p RT RT

Behelyettesitve az (1.6) osszefiiggést, megkapjuk a fugacitasi egyiitthato logarit-
musanak szamitasi képletét:

(Z 1) (1.13)

14
lngo(V,T):—/{p(]?;])—ﬂdv—an—l—Z—l (1.14)

Megfelel6 alakii allapotegyenlet esetében az integral zart Osszefiiggést szol-
galtat, mellyel a fugacitasi egyiitthato logaritmusa a V' moltérfogat és a T" hémér-
séklet fiiggvényében szamithato.

1.3. Néhany széles korben ismert allapotegyenlet

Ko6bos egyenletek

A legelss kobos allapotegyenlet van der Waals hires egyenlete (van der Waals,
1873):

RT a

vdW: p=

Ez merev gombot feltételez, aminek kovetkeztében az elfoglalt térfogathanyad b/V
(ebbdl kiszamithato a megfelel§ merevgémb-sugar és a b paraméter kozti Ossze-
fiiggés), mig a masodik tag vonzo potencial hatasat fejezi ki. A parameéterek és a
kritikus adatok kozott a kovetkezs Osszefiiggés érvényes:

2 RT?
- 64 p,

RT.
8pe



1.3. Néhany széles kérben ismert allapotegyenlet 15

-
8
Ezeket behelyettesitve megkapjuk az egyenlet redukalt alakjat:
dWi ™= 03
vdWr: S8 -1 P

ami a megfelel§ allapotok tételének egyik gyakorlati megvalositasa. A tapasztalat
szerint azonban az a paraméter hémeérsékletfiiggs: a = a(T).

Az egyenlet a nempoléaros anyagok viselkedésérdl kvalitativ leirdst nyajt. Szé-
mos kisérlet tortént az egyenlet javitasara, hogy noveljék pontossagat, hasznalhato-
sagat, és képessé tegyék kvantitativ szamitasokra is. Ezek koziil leginkdbb elterjedt
az alabbi ketts:

Peng és Robinson (1976) egyenlete :

RT a(T)

PR: PEy st vE o —

A Soave (1972) altal modositott Redlich - Kwong (1949) egyenlet (RKS vagy
SRK egyenlet):

RT a(T)
V—-b V24+bV

SRK: p=

Mindkét egyenletben az a = a(T') fiiggvény felbonthato
a(T) = aca(T)

alakban, és az a., b paraméterek kifejezhetSk a kritikus adatokkal. Példaul az SRK
egyenletben:

22

ac = 042748 L¢
Pe
b = 0.08664 JZTC

Nempolaros anyagokra a héfokfliggés koriilbeliili értéke:

o(T) = [1 + (1 - \/T) f(w)r

kritikus hémérséklet 70%-anak megfelels hdmérsékleten mért tenzio és a kritikus
nyomas hanyadosa szerepel:

Pr—o.7T,
w=—log () 1
10 D

C
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az f(w) fiiggvény alakja pedig:
f(w) =048 + 1.57w — 0.17w?

Polaros komponensekre mas fiiggvényalak hasznalatos.

A kobos egyenletek jol hasznalhatok a kritikus pont kérnyékén és alatta, illetve
esetenként lényegesen magasabb nyomason is. A kritikus gorbe alatti szakaszon
alkalmasak a tenziogorbe és az egyensulyi para moltérfogatanak kovetésére, de a
folyadék moltérfogatat (stirtiségét) altalaban nagy hibaval becsiilik. A veliik széa-
mitott folyadékstirtiséget korrigalni kell.

Virialegyenletek

Nem tul strd gazok kozel tokéletes gazként viselkednek, és nemidealitasuk (realis
gaz jellegiik) a tokéletes gaz allapota koriili, stirtiség szerinti sorfejtéssel leirhato.
Szokésos alakjaban a

kompresszibilitast fejtjiik sorba a p =0 (V = o0) hely koriil, p szerint:
o] n—1
pV 1
=—=1 B, | =
o1 (v)
A furcsa egyiitthato-szamozéast és kitevst az alabbi, atalakitott valtozat indokolja:
- S N\ 1 & \"
Virial: P B [ = — B (=
T = 2B (V) v 7;2 "\V

A viridlegyenlet egyiitthatoi, vagyis az an. virialegyiitthatok a p =0 (V =
oo) koriili sorfejtés miatt fiiggetlenek p-tol (V-tdl), igy csak a hémérséklet fligg-
vényei. Az els6 viridlegyiitthato értéke természetesen By = 1, ez a tokéletes gaz
egyetlen egyiitthatoja. A tobbi egylitthato értéke a sorfejtés szabalyai szerint

n—1
B, = 1 0 P
n—1\ 9p? \ pRT p=0

vagyis az empirikus p-V-T (illetve p—p-T) adatokbol az egyiitthatok értéke és
hofokfiiggése meghatarozhato. Egyszertd modellek (pl. merevgémb modell) esetén
az egylitthatok értéke szamithato. Az egyiitthatok hémeérsékletfiiggsk: B, (T).
Kiilonos jelent@sége van a Bs(T) mésodik viridlegyiitthatonak, mert ez az elsd
olyan tényezs, amelyik a tokéletes gaz viselkedéstsl valo eltérést fejezi ki, és ezért
nem tul nagy stirtiségeken ennek befolyasa a legnagyobb.

A virialegyenlet tetszés szerinti kitevGig kifejthets, és egyiithatoinak kiilonféle
alaka hofokfiiggésével lehet kisérletezni. A BWR egyenlet (Benedict- Webb-Rubin,
1940) még egy exponenciilis taggal is kiegésziti a virialsort:
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BWR:

p:§+BORT—AO—%+bRT—a aac  C (1+2) e (~2)

Vv V2 vs T ye T ays V2

Ennek az empirikus egyenletnek 7 illesztends paramétere van, ennek kovetkeztében
nagyobb strtiségen, és polaros molekulak esetén is jol illeszkedik a mért adatokhoz.
Merevgémb és merevtest alapti egyenletek

Nagy stirtiségli kozegek, folyadékok szinte Osszenyomhatatlanok, ezért ezekre jol
hasznalhaté a merevgdémb modell. A Percus- Yevick allapotegyenlet:

P 6 G 3C1¢2 3¢5(1 - §3)]
PY(a): = == 4 +
@) RT = [1—C3 (I-¢G)2  (1-¢)?
A Percus- Yevick modell egy mésik valtozata szerint enyhén eltérs egyenlet kaphato:
p 6] G 3C1¢2 3¢5 }
PY(b): - == + +
(®) RT =w [1@ (1= (1-G)?

A Carnahan-Starling allapotegyenlet:

D 6 Co 3C1C2 BB - 43)}
CS: _— = — —+ +
RT ™ |:1 — Cg (1 — 43)2 (1 — C3>3
A fenti egyenletekben
"T 6V T 6

Az egyenletek egyetlen anyagi paramétere a merev gémb o sugara.
Mas hasonlo egyenletek is ismeretesek.

1.4. Tiszta anyagok para-folyadék megoszlasa

A nyomésra kifejezett, (1.5) alaka allapotegyenlet altal leirt modellbdl egyszert
esetekben hamar eldénthetd, hogy egy megadott [p,T] allapothoz tartozhat-e fazis-
megoszlas (1.4 abra). Ha ugyanis az adott 7" hmérsékleten csak egyetlen V' valos
moltérfogat megoldashoz tartozik a megadott p nyoméas, akkor nincs moltérfogat
szerinti fazisekiiloniilés.

Az un. kobos allapotegyenletek, vagyis azok, melyek nullara kifejezve V' szerint
harmadfokud polinom alakdak (ilyen pl. a van der Waals egyenlet is) tobbek kozott
azért népszertiek, mert adott T és p értékekhez analitikus képlettel meghatarozhato
a harom V gyok. Ezek koziil egy mindig tiszta valos érték; a maradék ketts pedig
vagy két ujabb valos érték, vagy két konjugalt komplex érték. Tehéat vagy egyet-
len valos gyok van, vagy harom. Az is el6fordulhat, hogy két vagy harom valos
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gyok értéke megegyezik. Ekkor kevesebb valos gyok-értékrsl beszélhetiink, de kissé
pongyolén ekkor is azt mondjuk, hogy kevesebb valos gyok van.

p
pc C Te
T
p \/
i Ve W Vs v

1.4. abra. Kobos allapotegyenlet izotermajanak adott p-hez tartozo V-gyokei

Ha csak egyetlen V' valos gy6k van, akkor a modell szerint az adott T és p mel-
lett az anyag egyetlen homogén fazisban, [p,T',V] allapotban van jelen. Ha harom
(Vi < Vo < V3) vagy két (V7 < V3) kiillonbozs valés gyok van, akkor megvizsga-
lando, hogy az anyag szétvalik-e [p,T,V1] allapotu (folyadék) és [p,T,V3] allapotu
(para) fazisokra, és ha igen, akkor milyen aranyban. A kobos allapotegyenlet izo-
termainak alakja olyan, hogy csak a két széls6 moltérfogat-gyok tartozhat stabil
allapothoz, és természetesen a kisebb moltérfogati (nagyobb stirtiségii) fazis a fo-
lyadékfazis. (Vigyéazat: folyadék-szilard fazisegyensilynal ez nem sziikségszeriien
van igy. Példaul a jég kisebb stirtiségii, mint a vele egyensulyt tartd viz.)

Hogy a két, [p,T,V1] és [p,T,Vs] allapotu hipotetikus fazis egyenstlyt tart-e
egymassal, azt az (1.3) ill. (1.11) és (1.12) kritériumokkal, az (1.13) fugacitasi
egylitthato-szamitasi egyenlet felhasznalasaval ellendrizhetjiik. A szamitéas és el-
lenérzés tehat a kovetkezs 1épésekbsl all:

VLO Algoritmus: Tiszta anyag para-folyadék fazismegoszlasanak ellen-
Orzése

Adott: T hémeérséklet és p nyomés

Keresett: fazisok szama és V moltérfogata

1. Ha T > T, (a kritikus hémeérséklet), akkor egyetlen, szuperkritikus homo-
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gén fazis van jelen, és a szamitast befejezziik.
Ellenkez6 esetben:

2. Adott p és T mellett szamitjuk az allapotegyegyenlet V' gyokeit. Kobos
egyenlet esetében vagy egyetlen V valds gyokot kapunk, vagy a Vi < Vo <
V3 valos gyokoket, vagy esetleg csak a Vi < V3 valos gyokoket kapjuk.

3. Ha egyetlen V valos gyok van, akkor nincs faziselkiiloniilés. Ha V kisebb,
mint a kritikus V,, akkor a homogén fazist folyadéknak, ellenkez& esetben
gaznak vagy paranak tekintjik. A szamitast befejezziik.

Ha t&bb valos gyok van, akkor:

4. A V; gyokot folyadék-moltérfogatnak, a Vs gyokot para moltérfogatnak
feltételezziik.

5. Az (1.13) egyenletnek az aktualisan hasznalt allapotegyenlethez tartozo
alakjat felhasznalva szamitjuk az

Inp; <lnp (V,T) (1.16a)

Inps < Inp (V5,T) (1.16b)

hipotetikus folyadék- és para- fugacitési egyiitthatoé logaritmusokat.

6. Ha a két szamitott fugacitasi egyiitthatd egy elére elhatarozott hibahaté-

ron belill megegyezik, akkor a V7 és V3 gyokoket az Osszetartozo egyensilyi
folyadék és para moltérfogatainak elfogadjuk.
A fazisok ardnyat az adott p és T értékek onmagukban nem hatarozzak
meg. A fazisarany meghatarozasahoz ismerni kell a vizsgalt rendszer va-
lamely extenziv tulajdonsagat is, példaul a brutto moltérfogatot, vagy
entalpiat, vagy bels6 energiat. A szamitast befejezziik.

7. Ha ellenben a két fugacitési egytitthato kiilonbozik, akkor a modell szerint
az adott p és T mellett az anyag nem valik szét folyadék- és péara fazisra.
(A kapott moltérfogat-gyokok nincsenek egyensulyban egyméssal.) Ha
p1 < s, akkor a homogén fazist folyadéknak, ellenkezs esetben géznak
vagy paranak tekintjiik. A szamitéast befejezziik.

Ha az allapotegyenlet nem kobos, akkor a moltérfogat-gyokoket altalaban nu-
merikusan kell meghatarozni.

A VLO Algoritmust 6nmagaban nem szoktuk alkalmazni. Rész-algoritmusként
szerepelhet a forraspont (vagy ami tiszta anyag esetében ugyanazt jelenti: a har-
matpont) meghatarozasaban. Adott p nyoméason a keresett Tp forrasponti (har-
matponti) hémérséklet a TO Algoritmussal hatarozhato meg:

TO0 Algoritmus: Tiszta anyag forrasponti hémérsékletének meghataro-
zasa

Adott: p nyomés

Keresett: Tp forrasponti (harmatponti) hémérséklet

1. Ha p > pc (a nyomés a kritikusnal nagyobb), akkor nincs forraspont, a
szamitast befejezziik.
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2. Egy T < T¢ (kritikus hémérsékletnél kisebb) értékkel becsiiljiik a forras-

ponti hémérsékletet.

Végrehajtjuk a VLO Algoritmust.

4. Ha a VLO Algoritmus egyensilyi fazismegoszlast igazolt, akkor T < T
a szamitast befejezziik.

5. Ellenkez6 esetben moédositjuk T értékét, és visszatériink a 3. pontra.

@

A TO0 Algoritmus nyitott kérdése az 5. pontban emlitett modositas. A keresett
gyok kozelében az (1.16a) és (1.16b) képletekkel szamitott fugacitasi egyiitthatok
kiilonbsége vagy aranya, ill. a logaritmusok kiilénbsége a 1" hémérséklet fiiggvényé-
ben monoton valtozik, és ennek alapjan a legegyszertibb felez6 eljaras hasznalhato.

Keresehetjiik adott T hémérséklet mellett a forrasponti (harmatponti) pp nyo-
maést is. Ekkor pg értékét becsiiljiik valamilyen p < pc értékkel, és p fliggvényében
ellendrizziik a fugacitasok egyenlGségét:

PO Algoritmus: Tiszta anyag tenziéjanak meghatarozasa
Adott: T hémérséklet
Keresett: pp forrasponti (harmatponti) nyomas

1. Ha T > T, akkor nincs forraspont, a szamitast befejezziik.

2. Egy p < po értékkel becsiiljiik a forrasponti nyomaést.

3. Végrehajtjuk a TO Algoritmust.

4. Ha a TO Algoritmus egyensilyi fazismegoszlast igazolt, akkor pp < p;
a szamitast befejezziik.

5. Ellenkez6 esetben modositjuk p értékét, és visszatériink a 3. pontra.

A gyakorlatban a fenti szamitasokat ritkan alkalmazzéak, mert tiszta anyagok
esetében az egyensulyi forraspontgorbe, illetve tenziogorbe (g6znyomasgorbe) egy-
valtozos figgvénnyel kozelithets. A legismertebb ilyen kozelités a Clausius-Clapeyron
egyenletbdl némi modositassal szarmaztatott Antoine-Osszefiiggés:

. B
Antoine: Inp= A
np + T+CO

ahol A, B és C' az adott tiszta anyag mért tenzidgorbéjére illesztett allandok.

Ennek ellenére a fenti algoritmusok fontosak, mert elegyek esetében ezekhez
hasonlo algoritmusokkal hatérozhatjuk meg a forrasponti (buborékponti) és har-
matponti h6mérsékletet ill. nyomast.

1.5. Elegyek formalis termodinamikaja

1.5.1. Idealis elegyek

Realis anyagok (nem tokéletes gazok) idealis elegyét azzal a tulajdonsaggal defi-
nialjuk, hogy az egyes komponensek tokéletes gaz viselkedéstsl vald eltérését nem
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befolyasolja a tobbi komponens massaga. Ez azt jelenti, hogy adott N Osszes mole-
kulaszam esetén az N; darab i-tipusd molekula viselkedése nem fiigg attol, hogy a
tobbi N — N; darab molekula milyen tipust. Ennek kévetkeztében adott moltérfo-
gaton és hémérsékleten a komponens ugyanazt a (rész-)nyomést és bels energiat
mutatja, mint tiszta allapotban. Ennek megfelelGen a bels energia és a nyomas a
tiszta komponensek szerinti értékek Osszege, illetve a belsé energia fajlagos értéke
a tiszta komponensek megfelel§ értékeinek moltort szerinti atlaga:

U (V,T,y) = Zy,UO (V,T)

YV, T,y) = Zyzpz (V. T)

ahol a fels6 © index a tiszta anyagra, mint elegyitési referenciaillapotra utal. Nem-
elektrolitok elegyeinél és nem nagyon kis oldékonysagok esetében ez legtobbszor a
tiszta anyagot jelenti, azonban abszorpcié és szilird anyagok, elsésorban elektro-
litok oldatainak vizsgalatanél ez a referenciadllapot nem feltétleniil a tiszta anyag
(lasd: 1.5.4. és 1.5.5. alfejezet)!

Forditva, rogzitett nyomés mellett a térfogatok Gsszegzédnek:

Vi (p,T,y) Zsz" (., T

Az entropianak azonban még tokéletes gazelegyben is van elegyitési jaruléka.
Idealis elegyben az elegyitési jarulék ettSl nem térhet el, ezért idealis elegy entro-
piadja, szabadenergiaja és szabadentalpiaja igy adhatd meg:

dziyisf—Riyilnyi
:ZyiAf+RTZyilnyi
c c
Zzin§+RTZyilnyi

és mivel a szabadentalpia a kémiai potencidlok Gsszege, vagyis a molaris szabaden-

talpia a kémiai potencidlok atlaga, ideélis elegyben a komponens kémiai potencialja:
pit = ¢ + RTIny,

ahol a tiszta komponens kémiai potencidljara az (1.9) Gsszefiiggés szerint irhatjuk:

EG?ERTlnf—i
p*
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(A szamlaloban a tiszta komponens fugacitasa szerepel az aktualis héfokon és nyo-
mason.)

A komponensek idealis elegyben érvényes fi? parcialis fugacitasat ezért
igy definialhatjuk:

fi fi

pit = RT 2t = R 2 4 Ry, = R YL
P p

p*

(1.17)

Ennek megfelelGen idedlis elegyben a parciélis fugacitas igy irhato:
fit = yif? = yigip

Innen kovetkezik, hogy idealis elegyben a ¢i¢ parcialis fugacitasi egyiitthaté
megegyezik a tiszta anyag fugacitasi egyiitthatojaval:
, fid o fe .
pi=lo _d
YiD p
Tokéletes gazok idedlis elegyében, vagyis tokéletes gazelegyben a tiszta kom-
ponens fugacitédsa helyett a nyoméas all, és ekkor a fugacitasi egyiitthato értéke
egységnyi:

O,id _

i = Yip
O,d _  O,0 __
o= =1

1.5.2. Nemelektrolitok realis elegyei

A komponens kémiai potencialjat redlis elegyben is az (1.17) szerinti:

L ERTlnii (1.18)
p

alakban frjuk fol, de most az *@ felsG index elmaradasa jelzi, hogy a realis elegyben
érvényes f; parcialis fugacitast alkalmazzuk (ez f; definicioja). A p* nyoméas min-
dig az aktualis referencianyomas (ez akar az aktualis nyomas is lehet). A gyakorlat
szempontjabol 1ényeges kérdés, hogy a p—V-T—y adatokbol milyen modellel kapunk
parcialis fugacitast, mint a felsorolt valtozok fiiggvényét. az (1.18) Osszefiiggés altal
definialt parcialis fugacitast két eltérs uton is szarmaztathatjuk:

1. A tiszta anyag 7 fugacitasi egyiitthatoja és az idealis elegyben érvényes
@l fugacitasi egyiitthatd helyett bevezetjiik a redlis elegyben érvényes ¢;
parcialis fugacitasi egyiitthatot:

fi = yivip
A realis elegyben érvényes f; parcialis fugacitas (kozvetetten tehat a kémiai

potencial) szamitasdhoz jo kiindulasi pont, vagy az elegyitéssel jaré haté-
sok szamitasanak jo referencia-pontja lehetne az ideélis elegyben szamitott
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parciélis fugacitas, fi?. (Az aktivitasi egyiitthaté modszer, lasd aldbb, ezt
ki is hasznalja.) A @; parcidlis fugacitési egyiitthaté bevezetésével azonban
megsziinik a hivatkozas az ideélis elegyre mint alkalmas referencia-pontra, és
helyette a tokéletes gazelegyhez viszonyitunk.

A parcialis fugacitasi egyiitthaténak nem csak a térfogat és hémérséklet, ha-
nem az Oszetétel hatésat is figyelembe kell vennie (éppen ezért vezetjiik be).
A parcialis fugacitasi egytlitthato szamitasahoz olyan allapotegyenletre van
szilikség, amiben az Osszetétel is valtozoként szerepel:

p=p(V,T,y)
A (1.14) osszefiiggéssel analog kifejezés a kovetkezo:

\%

o0

1 (0[np(T,v,y)] 1
(2R — | dv-mz (11
RT( on,; rym dv-InZ (1.19)

ahol a moltortek helyébe a definicié szerinti

ng ng
Yi=—F = —
c ‘ n
> n
i=1

kifejezést helyettesitjiik. A differencialas kézben nem a v moltérfogatot, ha-
nem az nv Ossztérfogatot kell allando értéken tartani, ahol most v az integ-
ralasi valtozot jelenti.

A fugacitasi egyiitthaté alkalmazhatosaga azon mulik, hogy milyen allapot-
egyenletet, mint modellt tudunk alkotni. Az egyenletek alakjat altalaban az
Osszetételtsl fiiggetlen meggondolasok alapjan alkotjak meg, és néhany ki-
vételtsl (mint pl. a merevgomb allapotegyenletektdl) eltekintve semmilyen
atmutatast nem kapunk bel6liik az Osszetételi fiiggésre nézve. Altalanosan,
bar nem kizarolagosan alkalmazott szemlélet szerint ezért az egyenletek alak-
jat valtozatlanul hagyva a modell paramétereinek Osszetételfiiggését vezetjiik
be. Vagyis, ha a tiszta anyag &allapotegyenlete az a, b, c, ...sth. illesztendd
paramétereket tartalmazza, alakja tehat valojaban

p:p(V,T;a,b,c,...) (120)
akkor az a, b, ¢, ...stb. paramétereket tekintjiik dsszetételfiiggének:
a=a(y), b=10(y), c=c(y), stb. (1.21)

Ezen fiiggvények alakjat kozelitGen becsiilni lehet, s6t, bizonyos anyagpé-
rok és nem tual stiri gazok esetében értékét a tiszta anyagok megfelel§ a,
b, ¢, ...stb. illesztend§ paraméterei alapjan kozelitGen szamitani is lehet.
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Az (1.20) és (1.21) képletekkel jellemzett szemlélet lényegében az adott y
Osz-szetételhez rendeli az a, b, c, ...stb. paraméterek aktualis értékét, és ez-
zel egy fiktiv tiszta anyagot rendel az y Osszetételhez, melynek sajat, (1.20)
alaki allapotegyenlete van. Ezért a fenti szemléletmodot ill. kezelésmodot
egyfolyadék-modellnek vagy konformis oldat modellnek is nevezziik.

. Az idealitastol valo eltérés mértékéiil bevezetjiik a ~; aktivitasi egytittha-

tot: 4
fi=vifit = vy f? (1.22)

Kozvetleniil lathato, hogy az aktivitasi egylitthatoé a realis anyagok idealis
elegyétdl valo eltérést fejezi ki. Ennek megfelelGen, altaldanosan alkalmazott
szemlélet szerint a ; aktivitasi egyiitthato feladata csak az Gsszetétel hatasé-
nak leirasa, és nem kell szamot adnia a p—V—-T Osszefliggésrsl, pontosabban
a térfogatvaltozasnak az elegy tulajdonsagaira gyakorolt hatésarol. Ez olyan
egyszertsités, ami elsGsorban a kis térfogatvaltozasokat felmutatd folyadé-
kelegyek (és ritkabban: szilard elegyek) leirasara alkalmas.

A hémérséklet hatasat nem lehet elhanyagolni, de mivel tapasztalat szerint
az aktivitasi egytitthato alacsony nyoméasokon vagy nem tul széles nyomastar-
tomanyban viszonylag kicsiny nyomésfiiggést mutat, az aktivitasi egyiitthato
modellek csak az Osszetétel és a hémérséklet hatasat fejezik ki:

vi = v (2, T) (1.23)

ahol a géz ill. para allapottol valé megkiilonboztetésiil a folyadékbeli moltor-
teket ax-szel jeloltiik, és kés6bb is ezt a jelolést alkalmazzuk.

Az aktivitasi egylitthaté modellek az elegyitési tobblet-szabadentalpia
APG=G-G"=G-) 2,G;—RTY x;lnz;
i=1 i=1

modelljeibSl vezethetsk le, ahol az ¥ felsé index az excess (tSbblet) szora
utal.

A parcialis fugacitasi egyiitthato és az aktivitasi egyiitthaté ugyanazon parciélis
fugacités lefrasara szolgal, és értékiik nem fliggetlen:

vivifi = fi = yipip

Alkalmas allapotegyenletbdl tehat aktivitasi egyiitthatot lehet szamolni, illetve al-
kalmas aktivitéasi egyiitthaté modellbdl és a tiszta komponens fugacitasanak alkal-
mas modelljébdl parcialis fugacitast lehet szamolni.

A vizsgalt komponens aktivitasanak nevezik a parcialis fugacitas és a referenci-
aallapot (legtobbszor tiszta anyag) fugacitasanak hanyadosat:

a; = ——

f7
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ami kifejezhetd, mint az aktivitasi egytitthato és a moltort szorzata:
ai = YiTq
A kémiai potencial ezzel igy is irhato:

pi = g + RT Ina;

1.5.3. Az aktivitasi egyiitthato kozelitésének korrekcioi

Amikor a folyadékelegyben valamely komponens fugacitasat aktivitasi egyilitthato-
val fejezziik ki, akkor altalaban kétféle elhanyagolast alkalmazunk:

1. Az aktivitasi egyiitthato modellek (1.23) alakja miatt a modellek nem fejezik
ki az egylitthatdé nyomasfiiggését. Ehelyett a modell paramétereit valamilyen
parel referencia-nyomason (pl. atmoszférikus nyomason) hatarozzuk meg, és
az aktivitasi egyiitthatot csakis ezen a nyoméson szamitjuk. Eltérs aktualis
nyomés esetében a p® ¢/ referencia-nyoméson szamitott

fE(T,p" @) = 7 (T, @) @i 7 (T, ™) (1.24)
fugacitast szamitjuk &t az aktualis nyoméasra:

AT px) = fF (T, p7 ) € (1.25)

ahol a ¢ korrekcio6 elvben az aladbbi integrallal szamithato:

7 vi(r
In¢ = / %dw (1.26)

aref

p

A ¢ korrekei6 szamitashoz allapotegyenletre lenne sziikség, ehelyett azonban
kozelitést alkalmazunk, lasd alabb.

2. Mivel az aktivitasi egyiitthaté modszerét folyadékok esetében alkalmazzuk,
a tiszta komponens fugacitasat célszerd elGszor a rendszer hémérsékletén és
a tiszta komponens egyensilyi géznyomésénak (tenzidjanak) megfelelg nyo-
méason szamitani, majd ezt az értéket Atszamitani az (1.24) - (1.26) Ossze-
fiiggésekben alkalmazott p® ¢/ referencia-nyomésra. Az adott 7' hémérséklet-
nél mérhets py egyensiilyi géznyomason ugyanis a tiszta folyadék éppen
egyensilyban van pardjaval, és igy a para fugacitasat helyettesithetjiik be:

FOET,p3 (1)) = 2V (T,p3 (1)) = 7V (T, p (T)) p5 (T)

(T ety = nfd " (T, p8 (T))
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ahol az n korrekcié elvben az alabbi integrallal szamithato:

aref
oL T
lnn = / %dﬂ' (1.27)
24

Az atszamitashoz allapotegyenletre lenne sziikség, azonban ehelyett is koze-
litést alkalmazunk.

A (1.26) In€ és az (1.27) Inn Osszefiiggésekben szerepld térfogatokat folyadékal-
lapotban kozelitGen allandénak tekinthetjiik, és igy az integralas elvégezhets. To-
vébbi kizelitésként feltehetjiik, hogy az (1.26) dsszefiiggésben szerepls Vi elegybeli
parcialis molaris térfogat nem nagyon kiilonbozik a tiszta anyag (1.27) dsszefiiggé-
sében szerepls V,°F moltérfogatatol, igy az In¢ képletébe is a tiszta anyag VL
moltérfogatat helyettesithetjiik. Ezzel kapjuk a két korrekcio Osszevont kozelit
alakjat, melyet megalkotdjarol Poynting-korrekcionak hivunk:

p
Vel (Tom)  (p—p2(T) Ve (Top
lnnfx/ R(T )dﬂz( ( ;%)T ( )
Di

(p—p3) Vo (T, p)

InP = AT

Ezzel a realis folyadékelegybeli komponens parcialis fugacitasa:
fE(Top, @) ~ 3 (T, @) 2] (T, p7 (T)) p5 (T) P (1.28a)

vagy réviden:

fE = yiwioipy P (1.28b)

A Poynting-korrekcioban alkalmazott elhanyagolés korrekcioja maga is egy kor-
rekci6 korrekcidja lenne, ezért hasznalhatd a kozelités. A referencianyomés az
(1.28a)-(1.28b) Osszefiiggésben nem szerepel, mert integralaskor kiesett. Ezért sza-
molni nem kell vele, hanem csak az aktualis nyomassal és a vizsgalt komponens ten-
zivjaval. A péra fugacitasi egyiitthatoja az aktualis hémérsékleten és a megfelel
tenzié nyomasan értendd, és értéke alacsony nyomaéasokon (kozel tokéletes gaz visel-
kedés mellett, nemasszocialo g6zok esetében) elhanyagolhato, egységnyinek vehetd.
A gyakorlatban kb. 5 bar nyomas alatt és nemasszocialé para esetében szoktuk ér-
tékét elhanyagolni. A tenzié a hémérséklet fiiggvénye. A Poynting-korrekcié akkor
hanyagolhat6 el, ha nem tul nagy az aktuélis nyomés és a tenzi6é kozti kiilonbség.
Kis nyomésokon a kiilonbség is kicsi. Kozonséges hémérsékleteken RT' viszonylag
nagy érték, a V,° folyadékmoltérfogat pedig kicsi. A Poynting-korrekci6 alkalma-
zésara kis nyomésokon, kozonséges komponensek esetében ritkan van sziikség.
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1.5.4. Az aszimmetrikus aktivitasi konvencié. Henry-allandoé

Folyadékelegyben a komponens parcialis fugacitdsanak (1.28b) egyenlet szerinti sza-
mitasahoz ismerni kell a tiszta komponens p; egyensilyi géznyomasat a h6mérséklet
fiiggvényében. Ez a géznyomaés (tenzid) csak a kritikus hémeérséklet alatt létezik,
mivel tiszta anyag csak a kritikus hémérséklet alatt oszlik meg folyadékra és pa-
rara (gézre). Elegyek esetében azonban el6fordul, hogy parajaval egyensilyt tarto
folyadékban olyan komponensek is vannak, melyeknek kritikus hémérséklete ala-
csonyabb az aktualis homérsékletnél (nemkondenzal6dé gazok). Tipikusan ilyen
eset a kritikus hémérséklet feletti gazok oldodasa folyadékban, példaul a levegd
alkotorészei is igy oldédnak a vizben légkori nyoméson és hémérsékleten.

Ilyen esetekben nem célszerti a nemkondenzalodé komponens realis elegybeli
tulajdonsagait a tiszta komponens tulajdonsagaitol valo eltérésként szamitani, mert
a tiszta komponens nem létezik folyadékallapotban. Ehelyett hasznalhatd az a
mobdszer, hogy az ellenkezd véglethez, a komponens jelen-nem-létének allapotahoz
viszonyitunk. Ezt az allapotot célszert hatarértékként, az tn. végtelen higitas
allapotanak tekinteni. Mig tehat az aktivitasi egyiitthato (1.22) egyenlet szerinti
definicidja (tn. szimmetrikus konvencio) esetében az egylitthat6 a tiszta folyadék
esetének hatarértékében veszi fol az egységnyi értéket:

llim1 vi =1 (1.29)

addig az in. aszimmetrikus konvencio esetében a végtelen higitast hataresetben
lesz értéke egységnyi:
lim0 4 =1 (1.30)
Ti—

Ez egyben azt jelenti, hogy a fels6 ° indexszel jelzett referencia-allapot helyett a

fels6 *° indexd f° végtelen higitast elegyitési referencia-allapotot vezetjiik be.

Mivel ezt a konvenciét éppen hig oldatok leirasara alkalmazzak, az aktivitasi
egyiitthato értéke legtobbszor egységnyinek vehetd.

A nemkondenzalodo gazok folyadékbeli oldodasénak lefrasakor f7" helyett f7°*
-t hasznalunk, amit hagyomanyosan H; -vel jelolink. Ez a H; a (h6mérséklet- és
kismértékben Gsszetétel-fiiggs) Henry-"allandoé", amit az alabbi hatarértékkel de-
finidlunk: . .

fioo’L = H;, = lim # = lim fi
z;—0 ;T z;—0 T;

A Henry-"allando" Gsszetétel-fliggése nem azt jelenti, hogy a vizsgalt kompo-
nens (t6bnyire nagyon kicsi) koncentraciojatol, hanem hogy a kondenzal6dé kom-
ponensek (vagyis az oldoszer-komponensek) molaranyaitol fiigg, ha egyszerre tobb
oldészer-komponens van jelen. Ugyanigy, ahogy a szimmetrikus konvenci6 ese-
ismert a nyomasfiiggés alakja, ezért a Henry-"allandot" valamilyen p® ¢/ referencia-
nyoméson lehetne els6 kozelitésben meghatarozni. A parciélis fugacitas tehat leg-
egyszeriibben a p®"¢f referencianyoméson irhato fol:

FE () = A Hy (preT) (1.31)
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A Henry-"allandot" azonban adott hémérsékleten mérjiik, ami egyben megha-
tarozza a kondenzalédé j komponensek tenziéjanak megfelelé egylittes
parcialis nyomast, tehat a Henry-"allandot" ezen a nyomason ismerjiik:

H; (T) = H; (p%;)
ahol
py; (T) = > aps (T)
Vj:kond.

(j az Osszes kondenzalodo komponens indexén fut végig.) A nemkondenzalodo gaz
kis koncentracioja ellenére nagy tenziot képviselhet a folyadékelegy folotti térben,
vagyis a py, tenzié nagymértékben eltérhet a rendszer nyomésatol. Ezért a T
homérsékleten mért vagy szamolt Henry-"allandot" a py; tenziorol at kell szdmitani

az (1.31) egyenletben szerepls p2"¢/ referencia-nyomasra:

aref
L ( aref ~ ‘QOO
In fF (p*ef) = n%; +Ina; +In H; (T) + ol
p@j

Az integral alatt a nemkondenzal6dé komponens végtelen higitasi hatareset-
ben kapott parciilis moltérfogata szerepel. Az aktuélis nyoméasra a szokott moédon
szamithatjuk at a parcialis fugacitést, és az integralok Gsszevonésaval a kovetkezd
eredményre jutunk:

oo

(e}
Py;

A pref referencia-nyomas most sem szerepel az Gsszefiiggésben. A nemkonden-
z4lodo gazkomponens koncentracioja altalaban nagyon kicsi, és (1.30) értelmében
az aktivitasi egylitthatd értéke egységnyinek vehets. A végtelen higitasban vett
parcialis moltérfogat konstanssal kozelithets. Igy végiil:

(p—r5,) v

Inff (p) ~Inz; +In H; (T) + AT

ahol az utolso6 tag az aszimmetrikus konvenciénak megfelels Poynting-korrekcio.

1.5.5. Elektrolit-oldatok. Ozmotikus tényezd.

Az elektrolit oldatoknak, a gyakorlatban elsGsorban elektrolitok vizes oldatainak
koncentraciojat hagyomanyosan nem moltortekkel, hanem az m; molalitasokkal

fejezik ki:
Uz
m; = ——
! 71m/A4ﬁV
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ahol a y index az oldoszerre, altalaban a vizre (water, Wasser) utal, és My, az
oldoszer molekulasilya kg/mol egységben. Vagyis a molalitds dimenzidja: (mol
oldott anyag)/(kg oldoszer). A kémiai potencidlban

i = u;ef + RTIna;
most az aktivitést
ai = Yim; (1.32)

alakban fejezziik ki, ahol a fels6 hullamvonas jelzi, hogy az aktivitas molalitdshoz,
és nem moltorthoz tartozik. Az oldott komponens kémiai potencialjanak referen-
ciadllapota nem a tiszta anyag (ami legtobbszor nem létezik az adott héfokon és
nyomaéson), hanem a végtelen higitasa allapot:

limo i =1 (1.33)
Ennek megfelelGen az idealis elegyben érvényes aktivitas igy fejezhetd ki:
pi® = p$° + RT Inm;

ahol a fels6 *° index a végtelen higitasa oldat allapotéara utal.

Az oldoészernek nincs molalitdsa, mert az a definicio szerint allando, 1/My,
lenne. Ezért az oldoszer aktivitasat az (1.29), moltorthéz kotott szimmetrikus
konvenciéval definidlhatjuk, vagyis

pis = pSy + RT Inay

1 — h logaritmusa |h| < 1 esetében jol kozelithet§ —h-val:

lnzy =1n 1723524 %foi =-01—2w)]
iAW iAW
ezért kis koncentraciok esetében az oldoszer idealis elegybeli kémiai potencialja igy
irhato: .
u%:uﬁv—RT(l—xW):uﬁv—RTin
iAW

Kis koncentraciok esetében kozelitGen, a végtelen higitas hataresetében pedig

egzaktul igaz az alabbi egyenlGség:

U

T; ~
nw

ezért a nagyon (végteleniil) hig idealis elektrolit-oldatban az oldészer kémiai poten-
cialjat

. 1
d
i = 19, — RT—— >
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alakban, az ilyen oldat szabadentalpiajat pedig a molszamok fiiggvényében a ko-
vetkezd alakban lehet felirni:

i 1 n;
id o %) T
=nw |y — RT— E il + E il s +RTIn ———
g " nw : " , [n ( ¢ nnWMw)}
i#EW i#=W

Azt a tényt, hogy az aktualis oldat sem nem végteleniil hig, sem nem ideélis, az
oldott komponensek esetében az (1.32) és (1.33) dsszefiiggésekkel definialt, molali-
tashoz kapcsolt (felsg hullamvonallal megkiilonboztetett) aktivitasi egyiitthato, az
oldodszer esetében pedig hagyoményosan egy tn. ¢ ozmotikus tényezd fejezi ki:

i = i + BT In (3im;)

_ o ¢
=W

o ¢ o Fini
i#=W i#=W

Az elegyitési tobblet-szabadentalpia modellek alapjan a fenti aktivitasi egytitt-
hato és ozmotikus tényezd hémérséklet- és Gsszetételfiiggését lehet meghatarozni.

1.6. Elegyek allapotegyenletei

Merevgdbmb elegyek

Merev gombok esetén az egyenletek kiilonb6zé atmérsji gomboket tartalmazo ele-
gyekre is levezethetSk. Csak az egyenletekben szerepls ( kifejezések valtoznak meg:

m of _ T n,
CTL_E . W—GE(Usz)

Konformis oldatok, elegyparaméterek

Konformis oldatokrol beszéliink, ha az adott Osszetételi elegy viselkedése jol le-
irhaté ugyanolyan alakid allapotegyenlettel, mint komponenseinek viselkedése. Ez
nyilvan akkor lehetséges, ha a komponensek viselkedése is leirhat6é egyforma alaka
allapotegyenlettel. Ez konkrétan azt jelenti, hogy ha az egyes ¢ komponensek &l-
lapotegyenletében az a;, b;, c;, stb. paraméterek szerepelnek, akkor megadhatok
az elegy allapotegyenletében érvényes a, b, ¢, stb., in. elegyparaméterek az 6sz-
szetétel fiiggvényében. Az elegyparaméterek Osszetételfliiggését leird egyenleteket
elegyitési szabaly-nak nevezik.
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Ez a kozelités varhatoan akkor alkalmazhato, ha az egyes komponensek kozti
kolesonhatasok (beleértve az azonos és kiilonbo6zs fajtaji molekulak kozti koleson-
hatasokat is) nem nagyon kiilonboznek egyméastol, vagyis az elegy viselkedése nem
nagyon tér el az idealis elegy viselkedéstdl.

A kobos egyenletek b paramétere merev gombre jellemzs, térfogat-dimenzioja
paraméter, ezért jol alkalmazhato a szamtani atlag, van der Waals javaslata szerint:

b= szbz (134)

Ha azonban a molekuldk mégsem viselkednek merev gémbként, és 6sszenyomhato-
saguk parfiiggd, akkor paronkénti b;; paramétereket kell bevezetni, pl. igy:

b=)_ > wiwibi
i
A kobos egyenletek a paraméterére ugyancsak van der Waals a kovetkezs sza-

balyt javasolta:

a = szixjaij (135)
(]

ahol az a;; paronkénti vonzasi paraméterek szerepelnek.

Kozel ideélis elegyekben a vegyes indexii (un. kereszt-) paraméterek a tiszta
anyagok paramétereibdl becsiilhetSk (an. keverési szabalyok). A becslésre is
kiilonféle javaslatok meriiltek fel. Igy pl. a b paraméter becslésére alkalmazhatjuk
a négyzetes vagy kobos atlagot:

bij =

(=)

3

( Vb + 3/b; >

bij = —
2

vagy hasonlo kozelitést. Szamtani atlagot alkalmazva az (1.34) Gsszefiiggéshez ju-

tunk.
Az a paraméter szokasos becslése:

Qi = a;a;

(bar itt is lehetne mast alkalmazni). Ha az elegy viselkedése ettdl enyhén eltér,
akkor a kereszthatasokat egy k;; , in. kélcs6nhatési paraméterrel lehet figyelembe
venni:

aij = (1= kyj) Jaa; (1.36)

Ezt a kolcsonhatasi paramétert az elegy mért adataihoz kell illeszteni.
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Elegyek fazisegyensilyainak szamitasanal kiilonsen fontos az Osszetétel hatasa.
Ezért a kolcsonhatasi paraméter Osszetételfiiggésére kiilonféle kozelitésekkel probal-
koztak. Ilyenek pl:

kij = kij +m(zi — z;)
kij = l’lh” =+ xjhji
kii = kS +nyi(z; + @) —2 29
) 1] Z]( 1 J) h”xl T h‘”x]
Az utobbi egyenlet alkalmasnak bizonyult arra, hogy biner kélcsonhatasi paramé-
terekkel megjosolja terner rendszer para-folyadék egyensilyi viselkedését.

Ugyancsak a koncentraciofiiggés leirasat célozza az un. lokalis koncentraciok

alkalmazasa az (1.35) Osszefiiggés modositasaval:

a = E E ;injiaji
J

%

A kiilonféle elgallitasu elegyparaméterekhez természetesen kiilonféle szabaden-
talpia- és fugacitasi Osszefliggések tartoznak. Példaul ha az eredeti (1.15) vdW
allapotegyenletben az (1.34) és (1.36) szabalyokat alkalmazzuk, akkor a parcialis
fugacitési egylitthatoéra az alabbi alakot kapjuk:

V—b b 2/a;
lnwi:—ln<Z V >+V—b_VRsz:[$](1_k”)\/@]

A viridlegyenlet is felirhato tobbvaltozos alakban, azonban egyszertibb a kon-
formis oldatok elmélete szerint kozos elegyparamétereket elGallitani. A maéasodik
virialegyiitthato az (1.35) egyenlet mintéjara adhato meg:

By(T) = Z Z z;7; B, (T)

%

1.7. Elegyitési tobblet modellek

Az elegyitési tobblet és az aktivitasi egyiitthato k6zott az alabbi 6sszefiiggés teremt

kapcsolatot:
E
RTlnn; — (M>
3ni T,p,ﬁ

Altalanos elképzelés szerint elsé kizelitésben a strtiségfiiggés elhanyagolhato,
mivel a folyadékok stirtisége a nyomaéssal és a hdmérséklettel sokkal kevésbé valtozik,
mint a gazoké. Az elegyitési szabadentalpia-tobblet ekkor kozelitGen megegyezik
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az elegyitési szabadenergia-tobblettel. Mindketts az elegyitési hével és az elegyet
alkoté komponensek térbeli elrendez6désével hozhaté kapcsolatba. Az elegyitési h6
annak kovetkeztében lép fol, hogy az egyes molekuldk a stiri kdzegben nem csak
az azonos, hanem a kiilonb6z6 tipust molekulakkal is kélcsénhatésba 1épnek, és a
kolcsonhatéas energiaja kiilonbozik. A térbeli elrendezédés azt jelenti, hogy bar a
molekulék egyiittesen homogén moédon t6ltik ki a rendelkezésre allo teret, az egyes
molekulafajtak egymas koriili stirtisége eltérs lehet. Egy-egy molekulafajta koriil a
molekulak fajta szerinti eloszlasa elvben lehet tokéletesen egyenletes (teljesen, azaz
tokéletesen rendezetlen), vagy lehet ettdl kiilonbo6zd (részben vagy "tokéletesen"
rendezett). Tokeéletes rendezettség folyadékok esetében nem valosulhat meg.

1.7.1. Empirikus sorfejtések

Az egyik szemlélet szerint az elegyitési szabadentalpia-tobbletet a ¢; un. effektiv
moltérfogatok arédnyai hatarozzak meg. Az "effektiv moltérfogat" a koordinacios
szammal ardnyos mennyiség, a molekula méretével ng, de nem feltétleniil aranyos
vele. Ezekbdl az effektiv moltérfogatokbdl a moltortekkel valo silyozassal kapjuk
a ®; un. effektiv térfogattorteket:

Tiq;

> T54;
J
Wohl (1946) szerint ezekkel a tébblet sorfejtésként irhato:

APG
RS g Zaijq)iq)j + Zaijkq)iq)jq)k +---
a0t

o,

ijk

ahol az effektiv térfogattortek mellett a két, harom, stb. indexd a kélcsénhatéasi pa-
raméterek illesztendgk a mérési adatokhoz. Ha megallunk a haromindext tagoknal,
akkor biner elegyre az egyenlet alakja:

APG
T (qaza + qprp)(2PaPpaap + 304 Ppasap + 3PaP%aanE)
vagyis a konstansok (paraméterek) transzformaciojaval:
AEG
T Aap®haa + Apa®iap

Az effektiv térfogatok aranyat becsiilni lehet. Ha a gg /g4 hanyadost az Aga/Aap
hanyadossal kozelitjiik (helyettesitjiik), akkor az (1.38) van Laar formulat kapjuk
vissza. Ha a qp/qa hanyadost a tiszta folyadékok valodi Vi /V4 térfogathanyadosa-
val kozelitjiik (helyettesitjiik), akkor a Scatchard-Hammer formulat kapjuk (1955):

Inys =0% |:AAB + 2Py <ABAZj - AAB):|

Inyp =924 |:ABA +20p (AABZ; - ABA>:|
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Ha a qp/qa hanyadost 1-gyel kozelitjiik (helyettesitjiik), akkor a Margules for-
mulat kapjuk (1895):

Inya =2% [Aap + 224 (Apa — Aap))
Margules:

Inyp =2% [Apa + 225 (Aap — Apa)]

Tobbindexit tagok figyelembe vételével tobb paramétert tartalmazo egyenletek-
hez juthatunk.

A fentiekkel szemben Guggenheim nyoman Redlich és Kister (1948, 1952) min-
denféle fizikai megfontolas nélkiil, matematikai sort ir fel, és annak paramétereit
illeszti a mérési adatokhoz. Biner elegyre:

AEG
RT

=TATRB [AAB + Bap(za—xp)+Cap(xa — IB)2 + Dap (x4 — IB)3 + - ]

(1.37)
Tobbkomponenst elegyekre hasonlo, de joval tobb illesztends paramétert tartal-
mazd6 képlet irhato fol.

1.7.2. Szarmaztatas allapotegyenletbdl

Van Laar szerint az elegyitési tobblet-energia van der Waals (1.15) allapotegyen-
letének felhasznalasaval egyszeriisitésekkel meghatarozhat6 (lasd: Benedek—Olti,
1985), aminek alapjan az aktivitasi egytitthatok kifejezése:

A 2
Inyg = AB%R 2
——2TA+2Tp
Apa
van Laar: (1.38)
A 2
ln ’YB = BA:EA 5
<xA N ABAxB)
Aap

Ez a formula (modell) nagyon durva feltevéseken alapul. A modell Aap és Apa
paramétereit nem érdemes szamitani, hanem célszeri inkabb az elegy para-folyadék
mérési adataihoz illeszteni. Ekkor sok esetben jo illeszkedést kapunk, és a modell
alkalmas egyensulyok becslésére interpolacioval.

1.7.3. Racsmodellek

A folyadékok szerkezete nagy strtiségiik kbvetkeztében hasonlit a szilard kristalyok
racsszerkezetére, amennyiben bizonyos foku, elsgsorban révid tavolsdgon beliil meg-
nyilvanulé rendezettség észlelhets. A folyadékok ugyan a gazokra is hasonlitanak,
amennyiben a rendezettség hosszi tavon elmosodik, és a molekulédk allanddan és
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gyorsan valtoztatjak kolcsonds helyzetiiket, azonban mégis érdemesnek latszik meg-
kisérelni a kolcsonos rendezettség leirasat ugy, mintha a folyadék is kristalyos szer-
kezetd lenne. Eszerint a molekuldk tavolsaga egy bizonyos racshossz egész szami
tobbszorose. A racsmodellekben azt a lényeges elhanyagolést is alkalmazzuk, hogy
csak a kozvetleniil szomszédos molekulak kozti kolcsonhatast vessziik figyelembe,
vagy a tavolabbiakkal valo kolcsonhatast is ezekbe foglalva vessziik figyelembe. A
racsmodellen beliil valtozhat az egyes molekulédk szomszédjainak szama, az un. ko-
ordinéaciészam, ezen belill pedig az egyes kiilonféle molekulak aranya. A modell
szerint az egyes molekulik belsd dllapota fiiggetlen a szomszéd molekuldk fajtaja-
tol, ezért a szabadentalpia valtozasa pusztan a szomszéd-parok atrendezédésének,
igy a parenergia-fajtak eltéré szaméanak kdvetkezménye.

Azonos méretid molekulak elegye

A legegyszeriibb esetben azonos méretd molekulék alkotnak k6zos racsot, ugy, hogy
a tiszta folyadékokban és az elegyben azonos a koordinacioszam. A térbeli racsot
sikban érzékelteti az 1.5 abra. Az abra négyzetes sikracsot mutat, ahol a koordi-
nacios szam z = 4. (Az atlos iranyt szomszédokat nem szamitjuk.)

—0—0—0—0—0—
ot
—_ 0 — _A_B_o_
I D
— 0 — B— — 0 —
I
—0—B—A—A—O—
o
—0—0—0—0—0—

1.5. abra. Négyzetes sikracs, A és B komponensekkel

Ha (az egyszertiség kedvéért biner) folyadékot N4 A-tipust és Np B-tipusi
molekula alkotja, akkor a molekulédk elhelyezkedése egyértelmtien megadja a parok
Naa, Npp, Naop szamat is, és paronként 0sszegezhetSk az egyes szomszédok w4 4,
upp, és uap kolcsonhatéasi energiai, vagyis meghatarozhaté a racs energiaja.

Tokéletes rendezetlenség esete (Guggenheim-féle nulladik kbzelités). E
modellnél feltételezziik, hogy a molekuldk kolcsonds elhelyezkedése fiiggetlen a koz-
tiik felleps parenergiak értékétsl (Guggenheim, 1952). Ez nyilvan nem lehet igaz,
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ha a parenergiak kiillonbozsk, tehat csak akkor elfogadhato kozelités, ha a pare-
nergiak kozti kiilonbség kicsi (kozel idealis elegy). A modell szerint a racspontok
betoltésének valoszintsége fiiggetlen a molekula fajtdjatol, de annak valoszintsége,
hogy egy racspontot A tipusi molekula foglal el, nyilvan aranyos az A-molekulak
szamaval. Az elegyitési tobblet:

AEG ~Wzazp (1.39)

Ennek alapjan az aktivitasi egyiitthato:

Cex Wa%
YA =€exp RT
Cex W3
7B = €Xp RT

Ez a legegyszertibb, kombinatorikus elméleti modellel megalapozott aktivitasi egytitt-
hato formula. Az (1.39) Gsszefiiggés egyben értelmezi az (1.37) Redlich-Kister sor-
fejtés els6 tagjanak egyiitthatojat.

Nem tokéletes rendezetlenség, kvazikémiai modell (Guggenheim-féle elsé
kozelités). A rendezettség-rendezetlenség mértékeéiil definiadlhatunk egy x para-
métert:

N NaNp
Nap =v 2T N,
_Nip(Na+Np)
o ZNANB

ahol N7 5 az AB parok szama a legvalészintibb esetben.

A kvéazikémial modell szerint (Guggenheim, 1952) a molekulaparok egymas
mellé keriilése a vegyes molekulak képz&désével analog jelenség, és ezért felirhato a
tomeghatas torvénye (a kvazi "kémiai" egyenstlyi allando):

N3g ( 2w )
=exp | ———=
(:Na — Nap)(2N5 — Nag) P\ ZRT

Biner elegy esetén az N 4 g-ben méasodfoki egyismeretlenes egyenlet analitikusan
megoldhato (Nap kifejezhetd):

2 2w 1/2
214 (1+4 -1 kel
2=+ (1 ara e (7))

és innen az elegyitési tobblet:

1— 1—
APG ~ RTZ <xAan +apln W)
2 TA B
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z. 1—kKxp
Inyg ==—In ——

2 T A

z. 1l—kKxas
Inyp =—In——

2 rp

Tobbkomponensii elegyek esetén a kvazikémiai egyensily egyenletébdl a parok
nem fejezhetdk ki analitikusan, hanem ott numerikusan kell gyokot keresni.

Kiilonb6z6 méretld molekulak elegye

A molekulakat t6bb, hasonlé vagy kiilonbozé jellegii, de azonos méretii alkotorész-
bél, tn. szegmensekbdl allo Osszetett objektumoknak tekintjiik. Példaul nagyjabol
azonos méret és hasonlo részekbdl all a (hatszegmensid) n-hexén, ha a végponti
CHj csoportok és a kézbensg CHy csoportok kozti kiilonbségtdl eltekintiink. Kii-
16nb6z6 részekbol all viszont pl. a (haromszegmensti) 2-propanon (dimetil-keton
vagy aceton), amiben két CHj és egy CO csoport talalhato. A racsmodell szerint
a molekuldk egyenlé méretiinek tekintett szegmensei foglaljak el a racspontokat
(pl. CHy, CO, NH,, COO csoportok). Hajlékony molekulak kiilonb6z6 alakzato-
kat vehetnek fel a racson (pl. haromszegmensi molekulak egyenes és tort alakban
jelennek meg a racson).

1.6. abra. Haromszegmensi AAA és BBB molekuldk a récson

A felvett alaktol fiiggGen mas lehet a molekula szomszédsagéban elhelyezkedd
racspontok szdma. Ha példaul (az egyszeriiség kedvéért) négyzetes sikracsot te-
kintiink és atlés iranyban talalhat6é szomszédokat nem tekintiink, akkor az egyenes
alaki haromszegmensti molekula szomszédsagaban 8 racspont van, a tort alakuéban
csak 7 (1.6 abra). A racstipusra jellemzd z koordinacioszam mellett a molekulat
jellemzi kiils6 szegmens-kapcsolatainak szama is, amit a molekula mérete és alakja
is befolyéasol.
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A kiilonbézé méretii molekulak kolesonos elhelyezkedésével kapcsolatos rende-
zettség-rendezetlenség nehezebben modellezhetd, mint az azonos méreti moleku-
laké. Mivel itt pusztan a lehetséges elhelyezkedési valtozatok leszdmlalasa is nehéz
feladat, a modellekben célszertien kiilonvalasztjak egyrészrdl a tokéletes rendezet-
lenség allapotahoz tartozé hatast, masrészrél a kolcsonhatasi energidknak a rende-
zettséget novels hatasat, mint a tokéletes rendezetlenség allapotdhoz viszonyitott
korrekciot. Ennek megfelelGen az elegyitési szabadentalpia- (vagy szabad-energia-)
tobbletet két tag: egy, a tokéletes rendezetlenség (egyenletes eloszlas) allapotdhoz
tartozoé un. kombinatorikus (avagy atermikus vagy termoneutralis) rész ,
és egy, a kolcsonhatasi energia-kiilonbségek kovetkezményeit kifejezd, an. rezidu-
alis (maradék) rész osszegeként irjak fol:

APG=AE G+ AE G (1.40a)
Iny; = Inykomb 4 Inre: (1.40b)

Az atermikus, termoneutralis (vagyis az energia-kiilonbségek hatasat figyelmen
kiviil hagyo, nulla elegyedési hével és nulla egyedési térfogatvaltozassal jard) részt
azért hivjdk (hagyoméanyosan) kombinatorikus résznek, mert az elrendezédések
egyenletes eloszlast (tokéletesen rendezetlen) halmazan az elrendezddések valoszi-
niiségeit a kombinatorika szabélyaival lehet meghatérozni. A termikus hatésok
ehhez képest modositjak a molekuldk elrendezédési véltozatainak valoszintiségel-
oszlasat.

Azonos szegmensekbdl allé6 (vagyis homogén) molekulak esetében az
atermikus (kombinatorikus, k = 1) elegyitési részre a kovetkezd alak vezethetd le:

P, =z b,
E — . Ltz s v
Ay G = RT ( E x; In " + 5 E giz; In ) ) (1.41)
0¥ ®, =z 0¥ 0¥
1 komb = 1 — 71 1 71 — =—{; ]_ - 71 1 !
n71 iz +in iz 2(] < 92 i 91 >

Itt ®; az Gn. szegmens-tort, és 6; az un. felilet-tort, ahol r; a (homogén) szegmen-
sek szdma az i. tipusi molekulaban:

TiT;
P, = il (1.42)
ijr]
j
= T (1.4

A rezidualis rész becslésének céljabol a kvazikémiai egyensuly alakja:

Nip 2wap
= - 1.44
(Nada — Nap)(:Npap — Nap) 7 ( 2RT (1.44)
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Innen biner elegyre levezethetd a reziduélis rész is:

1— k0 1— k0
A?“EezG%RTg (quA In—""8 4 rpgpin —_ A)

04 OB
Inares 2001 1—-kbp
n =—qaln ———
Ya 2QA 04
rez 1-— KJQA

In _Z In
B *QQB 05

ahol k az (1.44) masodfoku egyenletbdl kifejezett érték.
A homogén (azonos szegmensekbdl 41l6) molekula legtobbszor csak fikcio, illetve
kiilonbo6z6 szegmensekbdl all6 molekulak egyszertsitett, atlagolt modellje.

Kiilonb6z6 szegmensekbdl allé (vagyis heterogén) molekulak esetében
az egyes szegmens-par tipusok el6fordulasi gyakorisagait kellene tekintetbe venni.
Ez olyan bonyolult, hogy inkdbb a csoport-jarulék modellek hasznalhatok (1.7.5
alfejezet).

1.7.4. Cellas ("kétfolyadék-") modellek

1.7. abra. Cellds modell: A- és B-kdzéppontu celldk

Ha az A-tipust molekula szomszédsagédban a molekulatipusok eloszlasa fiig-
getlen a B-tipusi molekula szomszédsagaban levSk eloszlasatol, akkor tokéletes
a rendezetlenség, egyébként valamilyen mértékd rendezettségrdl beszéliink. Ez a
szemlélet tigy is fenntarthatd, ha nem koveteljiik meg, hogy a molekulak racsponto-
kon iiljenek. Véletlenszertien kivalasztott A-tipusi molekulédk kozvetlen kézelében
vizsgalhatjuk a molekulafajtdk eloszlasat, és statisztikusan értelmezhetjiik az egyes
fajtak gyakorisagat. Ugyanezt tehetjiik B-tipusi molekulak kozelében is. Ennek
megfelelGen beszéliink A-kozéppontii és B-kozépponti "cellarél", melyben az il-
leté A- vagy B-tipusa molekula elhelyezkedik (1.7 abra). Egy A-kézéppontu cella
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("A-cella") a kozépponti A-molekulabol, és az 6t nagyjabol gomb alaka héjként
koriilvevé molekularéteghdl all. A héjat vegyesen A- és B-molekulék alkotjak, és a
cella belsejében, a héjmolekulak erSterében mozog az A-molekula. A modell sze-
rint az A-molekulara hato potencial a héjon végteleniil nagy (a bezart molekula
nem jut ki a cellabol). Egy B-cella ugyanigy épiil 6], csak a cellaban B-mole-
kula mozog. A cellak atfednek egymassal, hiszen a B-kozéppontu cella héjaban
elhelyezked6 minden A-molekula és B-molekula ugyancsak egy-egy cella belsé mo-
lekulajanak tekinthets. Ennek ellenére a modell szerint az elegy tulajdonsagait az
egyes cellatipusok tulajdonsagaibol allithatjuk Gssze, mintha lenne egy csupa A-cel-
labol allo folyadék, meg egy csupa B-cellabol 4ll6 folyadék. Ezért hivjak e modellt
két-folyadék modellnek is.

A keétfajta kozéppont koriil kialakulo eloszlasok kiilonbozhetnek (mint ahogy
altalaban kiilonboznek is) egymaéastol, illetve az elegy atlagos Osszetételétsl. Ezt
szavakban ugy fejezziik ki, hogy az egyes molekulatipusok koriil a lokalis Osz-
szetételnek megfelel§ a tipuseloszlas. Tokéletes rendezetlenség esetén az egyes
cellatipusok héjaban a tipuseloszlas fiiggetlen a kézépponti molekula tipusatol, és
ezért a lokilis moltortek megegyeznek az atlagos moltértekkel. Az egyes modellek a
lokalis moltortekre vagy egyéb lokalis tortekre (pl. lokalis térfogattortekre) vonat-
kozo feltevésekben kiilonboznek egymaéastol. Foltehets, hogy ha az AA kolesonhatés
potencialja alacsonyabb, mint az AB kolcsonhatasé, akkor az A-molekulak koriili
héjban nagyobb az A-molekulak aranya, mint atlagosan. Ugyanigy értelmezhetd a
B-molekulak nagyobb vagy kisebb aranya az egyes molekulafajtak koziil.

Azonos méreti molekulak elegye

Tokéletes rendezetlenség esetén a parok Njp szdma megegyezik az egyes cella-
folyadékokban észlelt Nap és Npa szamokkal, ezért

NaNp

Nap =Njp=Nps=2—""7T—
AB AB BA Nit Ng

Bonyolult levezetés szerint

AEG ~ AEA = RT; [a:Aln(a;A +-TBABA) +xp ln(xB —|—xAAAB)]

5 z Apa Aap }
Inya =——zaln(za+2pApa) + - -
YA 5TA (za BApBa) 9B [xA +2Apa T+ zaAsB
~ z Aap Apa
In =— —zgln(z +x A + 5z a
B 5B (w5 +24A4p) g4 [:EB+$AAAB $A+mBABA}

Kiilonb6z6 méretiti molekulak elegye

(Wilson, 1964 ) abbdl indult ki, hogy a molekuldk altal ténylegesen elfoglalt (egyéb-
ként egzaktul nem definialhato) térfogatok hanyadosat szamitsuk a Boltzmann-fak-
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torok hanyadosabol. Tovabbi feltételezésekkel:

AGFE
RT

=—axsln(zs+ Aaprp) —zpln(zp + Apaza)

Wilson biner:

Aap Apa )
Inyg=—In(xa+Asapzp)+2x -
A (za ABZ5) lg(mA-%AABxB rp+Apaza
Apa Aap )
In =—In(zgp +Apaza) +=x -
B (@5 BATA) ‘4<$B-%ABA$A A+ Aaprp

Ennek tobbkomponenstd alakja:

. AGE
Wilson: RT :72171'1112/\”'17]‘
i J
Wilson: Invy;, =—1In ZA x| +1 Z Akt
' == i “ XS AL
F A %:Ak].’)&‘]

A fenti Wilson-egyenletekben a A segédvaltozok a hémeérséklet fiiggvényében az
alabbi Boltzmann-faktorral irhatok fol:

o e —
Aos = Yo = Wid — Wi
U=, Xp< RT

ahol v; a tiszta i. komponens folyadék-moltérfogata az adott hémérsékleten és a
referencia-nyoméason.

A Wilson-egyenletnek ismertek kiilonféle valtozatai, pl. egyparaméteres egyen-
let, haromparaméteres egyenlet, entalpiaval felirt egyenlet, stb., de a fenti két-
paraméteres valtozatot hasznéljak elterjedten. A kétparaméteres Wilson-egyenlet
hasznalatakor az A;; = u;; — us; paramétereket illesztik mérési adatokhoz.

Renon és Prausnitz (1968) abbol indult ki, hogy a lokalis moltértek megada-
sanal a Boltzmann-faktorokban a belsé energia helyett a szabadentalpia megvalto-
zasat szerepeltették, és ezt még megszoroztak egy, a rendezettséget-rendezetlensé-
get empirikusan kifejezd o paraméterrel. Modelljitket NRTL-modellnek nevezték
("Non-Random Two-Liquids", azaz nem tokeéletes rendezetlenségii két-folyadék mo-
dell). Bevezetve a
9ij — 955

RT

Gij = exp (—ay;7i5)

Tij =
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jeloléseket, az egyenletek (tobbkomponensi esetben) igy frhatok:

Z 75 G it

NRTL: AGE le
Z Grizk

> 75i Gt o > Tinj GrmjTm
NRTL: In Vi = J Z g Tij — m____
> Grizk ZGkgl“k > Grjzg

% %

Az NRTL egyenlet illesztends paraméterei az A;; = g;; — g;; paraméterek és az o
paraméter, azonban szokasos eljaras az o paraméter el6zetes rogzitése is 0.2 - 0.3
érték koril.

Prausnitz és munkatdrsai (1975, 1978) visszatértek a racsmodelleknél is alkal-
mazott kombinatorikus rész - rezidudlis rész felosztashoz (1.40a)—(1.40b), ahol a
kombinatorikus rész fejezi ki a tokéletes rendezetlenség feltételezésével nyert ele-
gyitési tobblet-hatasokat A kombinatorikus rész szamitasahoz az (1.41) egyenletet,
a reziduéalis rész szamitasanal a Guggenheim-féle kvéazi-kémiai kozelitést alkalmaz-
tak.

Az igy nyert egyenletbdl elhanyagolasokkal, illetve alkalmas kozelitésekkel visz-
szakaphato a legtobb ismert egyenlet. Erre valo tekintettel UNIQUAC (univerzalis
kvazikémiai) egyenletnek nevezték el, melynek alakjat az alabbi sorozat egyiittesen
adja meg:

UNIQUAC:
AFG =AF G+ AE G

rez

AE G =RT (Z x; In g + - Z gix; In Z) )

E
7Ag%ez = — Z qiT; In Z’Tjiej
J

i

komb + In ,Yrez

D, P, P, P,
mykomb — 1 = 2 1y 26 g‘ﬁ (1 - 9—” +1n9f>

X T

Invy; =In~;

Tki O
Invy;** =¢q; |—In Tii0; | +1— =
R A e
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ahol

_ Uji — Uig
Tji = exp —T

A kombinatorikus rész alternativ alakja:

(I)i z (I)i (I)i
In y;m? :hl; - 5%‘111? +1l— ;ijlj
(2 K2 ? j

ahol .
lizi(""i_%’)_(ri_l)

(z a koordinacioszam).

A UNIQUAC egyenlethez tartozo r és ¢ anyagi allandokat komponensenként
lehet megadni, és tapasztalat szerint ezek nagyrészt fiiggetlenek attol, hogy a kom-
ponens milyen elegyben talalhato. A z koordinacioszam értékét altalaban 10-nek
veszik és rogzitik, és az Aj; = uj; — uy; paramétereket illesztik mérési adatokhoz.

Kiilonb6z6 méretii heterogén molekulédk elegyének leirasakor ugyanaz a nehézség
meriil f6l, mint amit a racsmodelleknél lattunk. Az ilyen tipust molekulak elegyei
hatékonyabban kezelhetSk csoport-jarulék modellekkel.

1.7.5. Csoport-jarulék modellek

AKar racsmodellbdl, akar cellas modellbdl indulunk ki, tekintettel kell lenniink arra,
hogy egy-egy molekulan beliil eltéréen viselkedd szegmensek taldlhatok. Ha a mole-
kula kiilonb6z6 szegmensekbdl all, akkor az egyes szegmenstipusokat eltérd térfogat
(R) és feliilet (@) jellemzi. Ha a molekulaban taldlhatod szegmenstipusok megkii-
16nboztetésére pl. a k indexet alkalmazzuk, és az ¢ tipust molekulaban talalhato k
tipust szegmensek szamat vy;-vel jeloljiik, akkor akkor az ¢ tipust molekula térfo-
gatat és feliiletét az alabbi 6sszegekkel definidlhatjuk a legegyszertibben:

ri =Y vkl (1.45a)
k

¢ = Z ViQk (1.45Db)
k

A k tipustu szegmensek sszes feliilete a molekuldban (a molekula teljes, k-tipusi
feliiletrésze) pedig:
Qk = vkiQk

A csoport-jarulék modellek k6z6s vonasa, hogy a konkrét molekulatol fiiggetlen,
egységes Ry és @ csoportjellemzskkel és a koztiik érzékelhets egységes kolcson-
hatasokkal rendelkez6 atomcsoportokat, molekularészeket keresnek. Ilyen csoport
lehet pl. a CHsy csoport, alifis részhez kapcsolodé NHy csoport, CO csoport, OH
csoport, COO csoport, aromés gytird, stb. Természetesen e csoportok viselkedése
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nagymértékben fligg a csatlakozd vagy csak kozel esé egyéb csoportok jelenlététdl,
ezért a "fliggetlen" csoport csak fikcio. Meégis, sok esetben jo kozelités nyerhetd
univerzalis R és @) csoportjellemzdk és a csoportok kozott definialt univerzalis kol-
csonhatési egylitthatok alkalmazasaval. Béar a csoportok kornyezetfiiggsk, meg-
kiilonboztetésiik lehet6vé teszi a molekula részletesebb jellemzését, mint amire a
homogén molekula-modell képes. A csoport-jarulék modellek molekulatol és elegy-
t6l fliggetlen Ry, Qr, és Ak tulajdonsagokat illesztenek sok elegy mérési adatahoz
egyidejiileg.

Wilson és Deal (1962) definialta az Gn. csoportoldatok modszerének alapel-
veit. Eszerint az elegyet nem egyszertien kiilonféle funkcios csoportokat tartalmazo
anyagok elegyének, hanem e csoportok elegyének tekintjiik. Az alapfeltevések a
kovetkezdk:

1. Az aktivitasi egyiitthatot egy, a tokéletes rendezetlenség viszonyait ki-
fejez6 kombinatorikus, és egy, az attol valo eltérést, a csoportok kozti
energia-k6lcsonhatast kifejezd rezidualis rész szorzataként irjuk fel:

komb rez

Iny;, =In~; + In~;

2. Az egyes i molekulak ~y; aktivitasi egyiitthatéinak szamitasahoz az egyes
k csoportok az elegy Osszetételétdl és a hémérséklettdl fliggs, de az illets 4
molekula fajtajatol fiiggetlen I'y, értékkel jarulnak hozza. A jarulékokat a
T hémérséklet és az elegybeli w csoportosszetétel, pontosabban csoport-
tortek fiiggvényeiként irjuk fol:

> Vkii
1
W = =—
Z Z VmiZyg
i m

Fk = fk (va)

3. Az elegyités rezidualis hatasanak szambavételéhez kiilon irjuk fol az egyes
csoportok kdlcsonhatésinak az elegyben és a tiszta anyagokban észlelhetd
kovetkezményeit, és a két hatas kiilonbségét tekintjiik az elegyités kovet-
kezményének. Az egyes csoportok elegybeli el6fordulési gyakorisagukkal
aranyosan jarulnak hozzé az aktivitési egyiitthato logaritmusahoz:

In~/* = Z Vki (ln I',—In F,@)
k

ahol az (i) felss index a tiszta ¢ komponensre utal:
Fi(fi) = fk (w(i); T)

(i) _  Vki

ko= Zymi
m

w
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Ennek alapjan fejlesztették ki az ASOG (angol bettiszo: "analitikus csopor-
toldat") modellt, ami sajnos nem terjedt el a gyakorlatban. Azonban Frendens-
lund és munkatarsai (1975-t6l tobb kozleményben) ugyanezen elveket kovetve, de
a UNIQUAC modellbdl indultak ki, és modelljiiket UNIFAC-nak nevezik:
UNIFAC:

b,
InyFomt —n - — qZ ln Zx]
z;
z
lizi(ri_qi)_(ri_l)

ahol a z koordinacioszam értékét allandoéan 10-nek veszik, a ® és 6 térfogat- és
felitlettorteket az (1.42) és (1.43) Osszefiiggések, az r és ¢ molekulajellemzdket az
(1.45a)—(1.45b) Osszefiiggések adjak meg. A rezidudlis rész szamitasa az alabbi:

UkmOm
T} = Qp |—In <Z \Ilmk®m> H1-) =
m m Z\Ijnk(—)

ahol az m és n indexek a csoportokon futnak végig, és a feliileti tort szamitasa:

Wy Qm

®m - <= _ . A
S wnQn

valamint a Boltzmann-faktor szamitasa az alabbi:

\I/nnL = eXp <_ AT”H)

RT

A UNIFAC modell széleskortiien elterjedt a gyakorlatban. Paraméterei az Ry
és Qy csoportjellemzd értékek és az Ay, # Apm csoport-kolesonhatéasi értékpa-
rok. Szamos paraméter-illesztést kozoltek kiilonféle szerzdk, kiilonféle csoport-
definiciokkal. Ezek k6z0s vonasa, hogy a homolog sorok els6 tagjara vagy tagjaira
nem illeszkednek jol a funkcios csoportok, igy azokat kiilon csoportként kell defini-
alni. Példaul hiaba illeszkedik jol a modell a metil-csoportokat, metilén-csoportokat
és hidroxil-csoportokat tartalmazé tobb-szénatomos nyiltlanct alkohol-molekulak
adataira, a metanolt kiilon csoportnak kell tekinteni, mert annak tulajdonsagai
nem &llnak el6 ezek kombinécidjaként.

Ujabban kisérletek torténtek olyan csoport-jarulék modellek megalkotaséara, me-
lyekben egyes atomokat tekintenek csoportnak, illetve figyelembe veszik az egyes
csoportok molekulan beliili kélcsonhatasat is. Ezeket azonban, mivel még nem elég
kiforrottak, itt nem targyaljuk.

Mivel a csoport-jarulék modszerek sem bizonyultak alkalmasnak a g&z-folyadék
és a folyadék-folyadék egyensulyok egyidejii leiraséara, kiilon paraméterhalmazokat
kellett illeszteni L/L és V /L egyensilyok modellezésére.
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1.7.6. A gyakorlatban alkalmazott modellek

A leginkabb hasznalt és ajanlhato elegyitési tobblet modellek, melyekhez az iroda-
lomban és az adatbankokban mérésekhez illesztett paraméterek talalhatok: a van
Laar, Margules, Wilson, NRTL, UNIQUAC és a UNIFAC.

Szamos hasonlo elegyitési-tobblet egyenlet ismert, azonban a fentiek a legelter-
jedtebbek. Ko6zos elényos tulajdonsaguk, hogy a biner elegyekhez illesztett két pa-
raméter jol hasznalhato terner és még tobb komponenst elegyek tulajdonsagainak
szamitasahoz is. Az NRTL és a UNIQUAC egyenlet folyadék-folyadék megoszlé-
sok szamitasara is alkalmas. A kétparaméteres Wilson-egyenlet erre alkalmatlan
(alakja kizarja konkiv AP G fiiggvény kialakuldsat). A UNIFAC durva tajékoztato
kozelitést nyujt, de gyakran félrevezet azeotropok jelenlétét és milyenségét illetGen.

1.7.7. Elekrolit-oldatok

Az eddigiekben nemelektrolitok elegyeinek kozelits leirasara alkalmas modelleket
ismertettiink. Az elektrolit oldatok modellezése nehezebb feladat, mert az ionos
disszociaci6 jelenségére is tekintettel kell lenni és kozvetlen ionos kdlesonhatasokat
is figyelembe kell venni. Az elektrolit-elegyek modellezésekor kiilonbséget tesziink
az oldoszer (legtobbszor viz) és az oldott elektrolit(ok) viselkedése kozott.

Az elektrolitos modellek nagyon, szinte riasztéan bonyolultak, azokat itt nem
ismertetjiik.

1.8. Elegyek fazisegyenstulyi szamitasai

1.8.1. Para/folyadék egyensulyszamitasi feladatok

Elegyek para-folyadék egyensulyai azért bonyolultabbak a tiszta anyagok egyen-
salyainél, mert az egyensilyi fazisok Osszetétele kiilonbozik egymastol. Biner ele-
gyek esetében az egyik komponens moltortje meghatarozza a masik komponens
moltortjét is, ezért egyszertien abrazolhatd az allanddé hémérsékleten vagy allando
nyomason kialakul6 egyensulyhoz tartozd két Osszetétel viszonya az un. fazisdi-
agramok (vagy fézisgorbék) és a kevesebb informaciot hordozo, de éppen ezért
egyes esetekben hasznosabb egyensiilyi diagramok segitségével. Biner elegyek fa-
zisgOrbéit és egyensilyi gorbéit mutatjak az 1.8-1.9 Abrak. Ezeken az abrakon
az illékonyabb komponens moltortjeit hasznaljuk, vagyis az illéekonyabb (nagyobb
g6znyomast, alacsonyabb forrasponti) komponens, mint tiszta anyag szerepel az
x =1 és az y = 1 helyeken, mig a kevésbé illékony (kisebb géznyomast, magasabb
forraspont) komponens, mint tiszta anyag szerepel az x = 0 és az y = 0 helyeken.

Egyszerd egyensulyszamitasi feladatok

Egyszerit egyenstilyi szamitasokroél beszéliink, ha megadjuk az egyik fazis 6sz-
szetételét (x vagy y) és az egyik intenziv valtozo (T vagy p) értékeét, és a fazisgorbe
altal kijelolt hianyzé adatokat keressiik.
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7 | p=konst. D T=Kkonst.
\4
Ty L
pB A%
a/ L c/
0 * 1 zy 0 * 1 zy
Y Yy
1 1
¥ y*
b/ d/
0 0
0 T 1 = 0 T 1 =z

1.8. abra. Buborékpont fazisdiagramon és egyensilyi diagramon

Az 1.8a-b. abra egy alland6 (adott) p nyoméasi fazisgérbe-part mutat. Ha
megadjuk a folyadék x Gsszetételét, akkor az x moltérthoz tartozo fiiggsleges egye-
nes és az alsé (a folyadékra vonatkozo) fazisgorbe metszéspontja megadja az x
Osszetételi folyadék Tp buborékponti hémérsékletét. Az illeté Ts hémérséklethez
tartozo vizszintes egyenes és a fels6 (a parara vonatkozo) fazisgorbe metszéspontja
megadja az x Osszetételd folyadékkal egyensulyt tarté para y Osszetételét.

Az 1.8c-d. abra egy allandé (adott) T hémeérséklett fazisgérbe-part mutat.
Ha megadjuk a folyadék = Osszetételét, akkor az x moltorthoz tartozo fiiggsleges
egyenes és a fels6 (a folyadékra vonatkozd) fazisgérbe metszéspontja megadja az x
Osszetételi folyadék pp buborékponti nyomasat. Az illeté pgp nyoméshoz tartozd
vizszintes egyenes és az also (a parara vonatkozo) fazisgérbe metszéspontja megadja
az x Osszetételd folyadékkal egyensilyt tartd para y Osszetételét.

Forditva, ha megadjuk a péra y Osszetételét, akkor allandé nyoméson (1.9a-b.
abra) az y moltorthoz tartozo fiiggsleges egyenes és a fels§ (a parara vonatkozo)
fazisgérbe metszéspontja megadja az y Gsszetételd para T harmatponti hémérsék-
letét. Az illeté Ty homérséklethez tartozo vizszintes egyenes és az also (a folyadékra
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7| p=konst. D T=konst.
\4
Ty L
PH \Y
a/ L c/
0 oy 1 =zy 0 * 1 =zy
Yy Yy
1 1
Y y
b/ d/
0 0
0 x* 1 =z 0 x* 1 =

1.9. abra. Harmatpont fazisdiagramon és egyensulyi diagramon

vonatkozo) fazisgorbe metszéspontja megadja az y Osszetételd paraval egyensilyt
tarto folyadék x Gsszetételét.

Ha a para y Osszetételét allando héfokon adjuk meg (1.9c-d. abra), akkor az
y moltorthoz tartozo fiiggsleges egyenes és az also (a parara vonatkozo) fazisgorbe
metszéspontja megadja az y Osszetétell para py harmatponti nyomasat. Az illetd
pm nyomashoz tartozo vizszintes egyenes és a felss (a folyadékra vonatkozo) fazis-
gbrbe metszéspontja megadja az y Osszetételd paraval egyensilyt tartd folyadék x
Osszetételét.

Tébbkomponenst rendszerek esetében az alapelv ugyanez, csak nem fazisgor-
bék, hanem fazisfeliiletek és fazis-hiperfeliiletek szerepelnek. Numerikusan nehe-
zebb megkeresni egy tObbvaltozos feliilet és az adott Osszetétel folé huzott flig-
gbleges egyenes metszéspontjat, de egyszeri para/folyadék egyensilyi szamitasnal
mindig csak négyféle feladat lehetséges: adott nyomason buborékponti hGmérséklet
vagy harmatponti hémérséklet, és adott hémérsékleten buborékponti nyomas vagy
harmatponti nyomés meghatarozasa.
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Fazismegoszlas-szamitasi feladatok

Megoszlasi (vagy "flash"-) szamitasokrol beszéliink, ha megadjuk az elegy
brutto z Osszetételét meg egy vagy tobb egyéb termodinamikai adatét, és keressiik
az anyag teljes allapotat. Az Osszetételek, héfok és nyoméas megfelel6 kombinacioit
mutatja biner rendszerek esetében alland6é nyomas mellett az 1.10 abra. A p-T-z
pont elhelyezkedése a fazidiagramon énmagaban nem ad meg minden ismeretet az
anyag allapotarol. Ahogy adott p mellett T' valtozasaval vagy adott T mellett p
valtozasaval elmozdul a p-T-z pont a diagramon, tgy valtozik a rendszer brutto
fajlagos energiaja (entalpiaja, enropiaja, szabadenergiaja, szabadentalpiaja) is. Ha-
gyoményosan g-val jeloljiik a z Gsszetételi elegy in. hdallapotat vagy kondenzélasi
allapotat, ami azt mutatja meg, hogy az elegy entalpidja a kondenzélasi energia-
nak hanyszorosaval tér el a harmatponti entalpiatol. Ennek értéke harmatponton
q = 0, buborékponton ¢ = 1.

T p=Kkonst.
Tp Vv
T
Ty
L
0 ¥z y* 1 T,y

1.10. abra. Flash-feladat fazisdiagramon

Az 1.10 abra altal mutatott szamitasokat az 1.11 Abra szerint is

értelmezhetjiik. Megadjuk az elegy brutto z Gsszetételét, a p nyomast és a T
hoémérsékletet, és keressiik az anyag allapotat, hogy t.i. az folyadék, gaz, vagy két
fazisra valik szét; illetve hogy az utobbi esetben milyen aranyban, és milyen Gssze-
tételtd fazisokat képez, valamint mi a rendszer (és fazisainak) fajlagos entalpidja (ez
utobbit az abran nem jeldltiik). Azonban ez csak az egyik lehetséges kérdés. A
nyomas vagy a hémérséklet helyett adott lehet a rendszer fajlagos entalpiaja, ekkor
kérdés a megfelel§ hianyz6 nyoméas vagy hémérséklet értéke is.

Az 1.11 abra a megoszlasi szamitasoknak csak egy részét értelmezi. A péra-
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1.11. abra. Statikus flash-feladat

folyadék megoszlasi szamitasokat legtagabban az 1.12 abra, az i.n. flash-elrendezés
szerint értelmezhetjiik. A flash (angol sz0, jelentése: villan, hirtelen elillan) erede-
tileg azt a folyamatos miiveletet jelenti, melynek soran a folyadékkal nyomas alatt
energiat kozolnek, majd fojtoszelepen ateresztve kisebb nyomésiu térbe vezetik, ahol
egy része hirtelen elparolog.

A flash-szamitasok nagyon sokfélék lehetnek. A fent jelzett szamitasokon kiviil
a folyamatos miiveletben elGirhatjuk a kivant fazisaranyt, egy komponens kivant
Osszetételét egy adott fazisban, egy komponens szévéalasztési aranyat a két fazis
kozott (vagy kinyerési tortjét: mennyisége egy fazisban, osztva a tapbeli meny-
nyiséggel). Eppen ezért legtagabb értelemben a flash-szamitasokhoz tartoznak az
egyszeri egyensilyi szamitasok is. Mindezekhez kereshetjiik a tapbeli entalpia és
a termékek entalpidja kozti kiilonbséget, vagyis a sziikséges hokozlést is. Ha a
hokozlést adjuk meg, az egyenértékii a brutto fajlagos entalpia megadasaval.

Tipikus flash-szamitéasi feladatokat sorol fel az 1.1. tablazat. Ebben J a
kiindulasi (tap) anyag fajlagos entalpiajat, h a folyadékfazis fajlagos entalpiajat,
H a para fazis fajlagos entalpiajat, f, és v pedig a tap- és a para-beli molaramokat
jeloli.

1.12. abra. Allandosult allapota flash-feladat
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1.1. tablazat. Tipikus flash-szamitasok

Adott (el6irt) | Keresett Megjegyzés

z,p, T J,V/L, x,y, h, H izoterm-izobar ("izoterm") flash

z,p, J T,V/L,x,y, h, H izobar adiabatikus ("adiabatikus")

flash

z, J, T p, V/L, x,y, h, H izoterm adiabatikus flash

z,p,V/L,J | T,x,y, h, H fazisaranyhoz héfok

z, T,V/L,J |p =z, y, h, H fazisaranyhoz nyomaés

Z, P, iy J T,V/L,x,y, h, H adott tisztasag eléréséhez

z, T, x; J p, V/L, x, y, h, H adott tisztasag eléréséhez

Z, D, Yi, J T,V/L,x,y, h, H adott tisztasag eléréséhez

z, T,y J p, V/L, x, y, h, H adott tisztasag eléréséhez

z,p,vi/fisJ | T,V/L,x, y, h, H adott kinyerés eléréséhez

z, T,v/fi,J | p,V/L, &, y, h, H adott kinyerés eléréséhez

z, i, vi/fis J | p, T, V/L, &, y, h, H | adott tisztasag és kinyerés eléréséhez
1.8.2. /¢, ¢/~ és v/~ modszerek

Két fazis fugacitasainak osszehasonlitdsakor haromféle parositas alkalmazhato:

1. ¢/ médszer: Ha mindkeét fazist allapotegyenlettel modellezziik, akkor a
nyomas algebrailag kiesik:

yf%l =Yi ¥

11,11 (1.46a)

Az egyes fazisokban a parcialis fugacitasi egyiitthatokat az adott nyomason
és homeérsékleten, és az illetd fazis y Osszetétele mellett szamitjuk. Ekkor az
egyensulyi moltortek aranya, az un. egyensulyi arany (egyensulyi "allandd",
bar egyaltalan nem allando):

mr _ylt ol
K; = 3;.1 = 1{ =exp (Inp]" —Inyp;) (1.46b)
Para-folyadék egyensily kialakulasa esetén a megfelels egyenletek:
yipy = zipF (1.46¢)
ahol y; a parabeli és x; a folyadékbeli moltort, és
_ L
K=K/ =Y % — oxp(Inok —nyY 1.46d
i P exp (Inp; —lne; ) (1.46d)

2. ¢/~ médszer: Ha az egyik fazist allapotegyenlettel, a masikat elegyitési
tobblettel modellezziik, akkor a két oldal nem azonos alaku:

Yio] D = %izipip;P (1.47a)
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Itt a jobboldalrol feltételezziik, hogy kondenzalt fazist (legtobbszor folyadé-
kot) ir le (kiilonben a tenzionak nincs értelme), a baloldalrél pedig, hogy a
péra fazist irja le. Baloldalon a rendszer 6ssznyomasa és a vizsgalt nyomason
és h6mérsékleten, valamint a para y Osszetételénél szamithato parciélis fugaci-
tasi egyiitthato szerepel. A jobboldalon az adott hémérsékleten és valamilyen
referencianyoméson, valamint a folyadék x Osszetételénél szamithato aktivi-
tasi egyiitthato, a tiszta komponensnek az adott hdmérsékleten vett tenzidja,
és a tiszta komponensnek, mint paranak ezen a hémérsékleten és tenzion vett
fugacitasi egylitthatoja szerepel. Ezeket egésziti ki a Poynting-korrekci6. Az
egyensulyi arany kifejezése:

K=Y _ 7%9"1“}%7) (1.47b)
T ¥; P
3. v/~ moédszer: Ha mindkét (folyadék-)fazist elegyitési tobblettel modellez-
ziik, akkor a tenziok és a korrekciok algebrailag kiesnek:

vy = (1.482)

(A kies6 tagokrol: A tenzi6 csak a hémérséklet fliggvénye, a tiszta komponens
fugacitésa para-fazisban csak a hémérséklet és a nyomas fiiggvénye, igy ezek
egzaktul megegyeznek a két oldalon. Az aktivitasi egylitthatok nyomaskor-
rekcidja nem egzaktul azonos, mert szerepel benne az elegybeli moltérfogat
(parcialis molaris térfogat), azonban a Poynting-korrekcioban ezek helyett
a tiszta komponens folyadékbeli moltérfogata szerepel, ami szintén csak a
hémérséklet és a nyomas fliggvénye.)

Mindkét fazisban az adott héfokon és az illetd fazis x Osszetétele mellett kell
szamitani az aktivitasi egyiitthatot. Az egyensilyi arany kifejezése:

II1/1 al! ’Y'H II I
K; = ’—I =exp (Inv' —In~y}) (1.48b)

T; i

A ¢/ modszert és a /v modszert para-folyadék és folyadék-folyadék megoszlasra
is alkalmazhatjuk, a /v modszert csak folyadék-folyadék megoszlasra. A ¢/p
modszer és a v/~ modszer alkalmazasa logikailag vilagos, egyszerd. A /v modszer
egzakt alkalmazasanal azonban olyan sok kiilonféle értéket és modellt kell felhasz-
nalni és szamitani, hogy lehetGség szerint egyszertisitett alakjait alkalmazzuk. A
para-oldalon alacsony nyoméson és nemasszocialé molekulak esetében elhanyagol-
hatjuk a parcialis fugacitasi egylitthatd értékét, és a parat kozel tokéletes gazok
idealis elegyének tekinthetjiik. A folyadék-oldalon ugyancsak alacsony nyomaéason
elhanyagolhat6 a Poynting-korrekci6 és a tiszta komponens fugacitasi egyiitthatoja.
Ezzel az an. médositott Raoult-Dalton Osszefiiggéshez jutunk:

Yib = ViTiD; (1.49a)
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K, =4 =2 (1.49b)
T p

A (1.46a)-(1.49b) egyenletek mind az altalanos

ff=f (i=1,2,...,0

egyensiilyi kritérium esetei, ahol ¢ a komponensek szama. Az egyenstlyi szamita-
soknal mindig feltételezziik, hogy az egyik fazis Osszetétele és valamelyik intenziv
paramétere (T vagy p) adott, és keressiik a masik intenziv paramétert, valamint
a masik (az adottal egyensilyt tartd) fazis Osszetételét. Vagyis a keresett valto-
z0k szama ¢ + 1. Azonban a keresett Osszetételnek is ki kell elégitenie a moltort-
Osszegzési feltételt (a moltortek Osszege 1), ezért az ismeretlen értékid valtozok
szama c-re csokkenthets. Otkomponenst elegy esetében tehét az egyensilyi szami-
tasok matematikai szempontbol nézve 6tvaltozos egyenletrendszer gyokének meg-
keresését jelentik. A megoszlasi szamitasok esetében az intenziv paraméter vagy
paraméterek és esetleges megoszlasi elGirasok mellett a brutto Gsszetétel adott, és
keressiik mindkét (vagy tobb) megoszlo fazis Gsszetételét. Ezért a megoszlasi szé-
mitasokban még tobb az ismeretlen értékd valtozok széma.

Ebbél nem koévetkezik, hogy valéban c-valtozos, illetve megoszlasi szamitasok
esetén még tObb valtozo szerinti iteraciot kell végrehajtani, mert esetenként a meg-
oldando egyenletrendszer megfelels atalakitassal 1ényegesen kevesebb valtozod sze-
rinti fliggvénnyé is atalakithato, amint rogtén megmutatjuk. A gyokkeresés tet-
sz6leges keress eljarassal torténhet, azonban a bemutatott eljarasok egyszertek,
atlathatok (vagyis ezek alapjan a feladat és megoldasa jol megérthets), és konnyen
végrehajthatok.

1.8.3. Para/folyadék egyensulyi szamitasok /vy modszer al-
kalmazasaval

Idealis elegy

Ekkor az egyensilyi ardny nem fiigg az Osszetételtsl, hanem csak a hémérséklet és
a nyomas fiiggvénye:
o

Pi
K; = Ki(T,p) = "

ahol a tenzi6 a hémérséklet fiiggvénye. Ekkor az egyensilyi szamitasok nagyon

egyszertiek. Legegyszertibb a buborékponti nyomés meghatéirozasa adott hémér-
sékleten:

BP-id Algoritmus: Buborékponti nyomas meghatarozasa
Adott: T hoémérséklet és x folyadékosszetétel

Keresett: pp buborékponti nyomas és y egyensulyi para-Osszetétel
Becslés: -

1. A komponensek tenzidgorbéinek ismeretében kiszamitjuk a p§ tenzidkat.
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2

3

4

1. Fazisegyensilyok modellezése és szamitasa

. Kiszamitjuk a keresett pp Gssznyomast:
PB <= inp(;
i
. Kiszamitjuk az egyenstlyi para-moltorteket:

o
Zip;

PB

Yi <

. A szamitast befejezziik.

Ez az algoritmus egyszert behelyettesitések sorozata, ciklust (numerikus gyok-

kere
kere

sést) nem tartalmaz. Az Osszes tObbi feladataban numerikusan kell gyokot
sni.

HP-id-a Algoritmus: Harmatponti nyoméas meghatarozéasa

Ado

tt: T hémérséklet és y para-osszetétel

Keresett: py harmatponti nyomés és x egyensulyi folyadék-osszetétel
Becslés: py értékét alkalmas p-vel becsiiljiik.

1
2

7.

. A komponensek tenziégorbéinek ismeretében kiszamitjuk a p{ tenzidkat.
. Kiszamitjuk a folyadék-moltorteket:
YiP

°©

1

T; <=

Kiszamitjuk a kapott folyadék-moltortek Gsszegét:
0 <= Z Z;
i
Normalizaljuk a moltorteket:

Kiszamitjuk a kapott folyadék-Osszetételhez tartozd buborékponti nyo-
mast:
bB <= Zl‘ip?
i

Ha a becsiilt p és a szamitott pp nyomasok egy el6irt hibahataron beliil
megegyeznek, akkor a becsiilt nyomést elfogadjuk harmatponti nyomés-
nak: py < p, és a szamitast befejezziik.

Ellenkez6 esetben moédositjuk p értékét, és visszatériink a 2. ponthoz.

A fenti algoritmus atfogalmazhato a kovetkezs alakban:

HP-id-b Algoritmus: Harmatponti nyomas meghatarozéasa

Ado

tt: T hémeérséklet és y para-Gsszetétel

Keresett: py harmatponti nyomés és x egyensulyi folyadék-Gsszetétel
Becslés: py értékét alkalmas p-vel becsiiljiik.
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1.

.

A komponensek tenziogérbéinek ismeretében kiszamitjuk a K; egyensulyi
aranyokat:

°
p

Kiszamitjuk a folyadék-moltorteket:

Yi
1 Kz

Kiszamitjuk a kapott folyadék-moltortek Osszegét:
o <= Z x;
i

Normalizéljuk a moltorteket:
T; <= —

Ha o értéke egy el6irt hibahataron beliil megegyezik 1-gyel, akkor a becsiilt
nyomast elfogadjuk harmatponti nyomésnak: py < p, és a szamitast
befejezziik.

Ellenkez6 esetben modositjuk p értékeét, és visszatériink a 2. ponthoz.

Ha a szamitott buborékponti nyomas nagyobb, mint a becsiilt nyomas, vagy
ha a szamitott moltort-6sszeg nagyobb, mint 1, akkor a becsiilt nyomés értékét
csokkenteni, ellenkezd esetben névelni kell. A nagy szamitott buborékponti nyomaés
ugyanis azt jelenti, hogy a szamitott folyadékban az egyensulyi értéknél nagyobb
az illékony komponensek aranya a nehezebben ill6 komponensek rovasara.

BT-id-a Algoritmus: Buborékponti hémérséklet meghatarozéasa
Adott: p nyomas és x folyadék-Osszetétel

Keresett: Tp harmatponti hémérséklet és y egyensulyi para-osszetétel
Becslés: Ty értékét alkalmas T-vel becsiiljiik.

1.
2.

3.

4.

A becsiilt hdmérsékleten kiszamitjuk a p§ tenzidkat.
Szamitjuk a parcialis nyomasokat:

pi < D

Osszegezziik a parcialis nyomasokat:
T <= Zpi
i

Ha 7 értéke egy elGirt hibahataron beliil megegyezik p-vel, akkor a becsiilt
hémérsékletet elfogadjuk buborékponti hdmérsékletnek: Tz <= T, és a 6.
pontra lépiink.
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5. Ellenkez6 esetben modositjuk a T hémérséklet értékét, és visszatériink az
1. ponthoz.
6. Kiszamitjuk a para-moltortek értékét:

yi¢&
™

A szamitast befejezziik.

Ha a 7 szamitott 6ssznyomas kisebb a megadott p nyomasnal, akkor novelni kell
a homeérsékletet, ellenkezd esetben csokkenteni kell. Az algoritmus atfogalmazhato
a kovetkez6 alakban:

BT-id-b Algoritmus: Buborékponti hémérséklet meghatarozasa
Adott: p nyomés és x folyadék-Gsszetétel

Keresett: T harmatponti hémérséklet és y egyensulyi para-osszetétel
Becslés: T értékét alkalmas T-vel becsiiljiik.

1. A becsiilt h6mérsékleten kiszamitjuk a K; egyensilyi ardnyokat:

Ki<:&
p

2. Szamitjuk a para moltorteket:

3. Osszegezziik a moltorteket:
o <= Z Z;
i

4. Ha o értéke egy elGirt hibahataron beliil megegyezik 1-gyel, akkor a becsiilt
hémérsékletet elfogadjuk buborékponti hémérsékletnek: Tp < T, és a 6.
pontra lépiink.

5. Ellenkez6 esetben modositjuk a T hémérséklet értékét, és visszatériink az
1. ponthoz.

6. Normalizaljuk a para-moltortek értékét:

Zq
T; <= —
(o)

A szamitast befejezziik.

Ha a o szamitott Gsszeg kisebb 1-nél, akkor ndvelni kell a hémérsékletet, ellen-
kez6 esetben csokkenteni kell.

HT-id-a Algoritmus: Harmatponti hémérséklet meghatarozasa
Adott: p nyomés és y para-Osszetétel

Keresett: Ty harmatponti hémérséklet és x egyensulyi folyadék-sszetétel
Becslés: Ty értékét alkalmas T-vel becsiiljiik.
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1. A becsiilt hémérsékleten kiszamitjuk a p; tenzidkat.
2. Kiszamitjuk a folyadék-moltorteket:
Yip

o
i

T <=

3. Kiszamitjuk a kapott folyadék-moltortek Gsszegét:
o <= Z Z;
i

4. Normalizaljuk a moltorteket:
T; <= —

5. Kiszamitjuk a kapott folyadék-osszetételhez tartozd Ossz-géznyomaést:
T &= Z xip;
i

6. Ha a megadott p és a szamitott m nyomasok egy el6irt hibahataron be-
lill megegyeznek, akkor a becsiilt hdmérsékletet elfogadjuk harmatponti
hémérsékletnek: Ty < T, és a szamitéast befejezziik.

7. Ellenkezs esetben modositjuk a T hémérsékletet, és visszatériink az 1.
ponthoz.

Ha a 7 szamitott nyomas kisebb a megadott p nyomésnéal, akkor névelni kell a
hoémeérsékletet, ellenkezs esetben csokkenteni kell. Az algoritmus atfogalmazhato a
kovetkezs alakban:

HT-id-4b Algoritmus: Harmatponti hémérséklet meghatarozasa
Adott: p nyomas és y para-osszetétel

Keresett: Ty harmatponti hémérséklet és x egyensiilyi folyadék-Gsszetétel
Becslés: Ty értékét alkalmas T-vel becsiiljiik.

1. A becsiilt h6meérsékleten kiszamitjuk a K; egyensilyi ardnyokat:

o

2. Kiszamitjuk a folyadék-moltorteket:

Yi
1 KZ

3. Kiszamitjuk a kapott folyadék-moltortek Gsszegét:

0'<:ZZL'Z'
7
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4. Ha a szamitott o Osszeg egy el6irt hibahataron beliil megegyezik 1-gyel,
akkor a becsiilt hémérsékletet elfogadjuk harmatponti hémérsékletnek:
Ty < T, és a 6. pontra lépiink.

5. Ellenkez6 esetben moédositjuk a 1" hémérsékletet, és visszatériink az 1.
ponthoz.

6. Normalizaljuk a moltorteket:

A szamitast befejezziik.

Ha a o szamitott Gsszeg kisebb 1-nél, akkor névelni kell a hémérsékletet, ellen-
kez§ esetben csokkenteni kell.

Tokéletes para-fazis, nemidealis folyadékelegy fazis

Ha a folyadék nem ideélis elegy, de a parat tokéletes gazok idealis elegyének tekint-
hetjiik, akkor csak az aktivitasi egyiitthatoval béviilnek az Osszefliggések, meg ese-
tenként korrekciokkal a folyadékoldalon. Mivel az aktivitasi egyiitthato a folyadék-
Osszetételtd] fiigg (és nem a para-Osszetételtsl), a buborékpont-szamitisok egysze-
riibbek, mint a harmatpont-szamitasok. Adott folyadékosszetétel mellett raadéasul
ugyanuigy monoton né a géznyomas a hémérséklettel, mint idedlis elegyben.

BT-y Algoritmus: Buborékponti hémérséklet meghatarozasa
Adott: p nyomaés és x folyadék-sszetétel

Keresett: T's buborékponti hdmérséklet és y egyensilyi para-0sszetétel
Becslés: Ty értékét alkalmas T-vel becsiiljiik.

1. A becsiilt hémérsékleten kiszamitjuk a p? tenzidkat és a ~v; aktivitasi
egyiitthatokat.
2. Szamitjuk a K; egyensulyi aranyokat:

- Y1D5
P

K;

3. Szamitjuk a para moltorteket:
yi <= Kz,

4. Osszegezziik a moltorteket:
0 <= Z Yi
i

5. Ha o értéke egy elsirt hibahatéron beliill megegyezik 1-gyel, akkor a becsiilt
hémérsékletet elfogadjuk buborékponti hémérsékletnek: Tp <= T, és a 7.
pontra lépiink.
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6. Ellenkezs esetben modositjuk a T hémérséklet értékét, és visszatériink az
1. ponthoz.
7. Normalizaljuk a para-moltortek értékét:

Yi = —
A szamitast befejezziik.

Ha a o szamitott 6sszeg kisebb 1-nél, akkor névelni kell a hémérsékletet, ellen-
kez6 esetben csokkenteni kell.

BP-v Algoritmus: Buborékponti nyomas meghatarozasa
Adott: T hoémeérséklet és x folyadék-Osszetétel

Keresett: pp buborékponti nyomas és y egyensulyi para-Gsszetétel
Becslés: -

1. Kiszdmitjuk a p; tenziokat és a v; aktivitasi egyiitthatokat.
2. Kiszamitjuk a keresett pp Gssznyomaést:

pB = > i}
[

3. Kiszamitjuk az egyensulyi para-moltorteket:

o
Zip;

PB

Yi <
A szamitast befejezziik.

HT-~ Algoritmus: Harmatponti hémérséklet meghatarozéasa

Adott: p nyomas és y para-Gsszetétel

Keresett: Ty harmatponti h6mérséklet és x egyensulyi folyadék-Gsszetétel
Becslés: Ty értékét alkalmas T-vel becsiiljiik, a ~; aktivitasi egyiitthatok értékét
1-gyel becsiiljiik.

1. Szamitjuk a p; tenzidkat.

2. Széamitjuk a folyadék-moltorteket:
YiD
Vil§

T <—
3. Kiszamitjuk a kapott folyadék-moltortek Gsszegét:
0 <= Z X;
i

4. Normalizaljuk a moltorteket:
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Szamitjuk a ~y; aktivitasi egyiitthatokat.
Szamitjuk a kapott folyadék-osszetételhez tartozo Gssz-géznyomast:

T = Z ViTip;
i

Ha a megadott p és a szamitott m nyomésok egy el6irt hibahataron be-
liil megegyeznek, akkor a becsiilt hdmérsékletet elfogadjuk harmatponti
hémérsékletnek: Ty < T, és a szamitast befejezziik.

Ellenkez6 esetben modositjuk a T hémérsékletet, és visszatériink az 1.
ponthoz.

Ha a 7 szamitott nyomés kisebb a megadott p nyomésnal, akkor novelni kell a
hémérsékletet, ellenkezs esetben csokkenteni kell.

HP-~ Algoritmus: Harmatponti nyomas meghatarozasa

Adott: T hémérséklet és y para-Osszetétel

Keresett: py harmatponti nyomas és x egyensulyi folyadék-osszetétel

Becslés: ppy értékét alkalmas p-vel becsiiljiik, a v; aktivitasi egylitthatok értékét
1-gyel becsiiljiik.

1
2

8.

. Szamitjuk a p{ tenzidkat.
. Szamitjuk a folyadék-moltorteket:
Yip

T; <= S
YiP;

(1.50)

Kiszamitjuk a kapott folyadék-moltortek Gsszegét:
0 <= Z Z;
i

Normalizaljuk a moltorteket:
T; <= =

Szamitjuk a ~y; aktivitasi egytitthatokat.
Szamitjuk a kapott folyadék-osszetételhez tartozo Gssz-géznyomast:

T v
7

Ha a becsiilt p és a szamitott 7 nyomasok egy elGirt hibahataron beliil
megegyeznek, akkor a becsiilt nyomést elfogadjuk harmatponti nyomés-
nak: py < p, és a szamitast befejezziik.

Ellenkez6 esetben moédositjuk a p nyomaést, és visszatériink a 2. ponthoz.

Ha a 7 szamitott nyomaés kisebb a becsiilt p nyoméasnal, akkor névelni kell a
nyomaést, ellenkezd esetben csékkenteni kell.
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Altalanos /v eset

Ha a péara oldalon is Osszetételfiiggs tulajdonsagokat (parcialis fugacitéasi egyiittha-
tot) kell szamitani, akkor a szamitasokban eggyel tobb ciklus fordul eld.

1.8.4. Para/folyadék egyensilyi szamitasok ¢/p modszer al-
kalmazasaval

A fugacitési egyiitthatokat mindig az adott vagy becsiilt h6mérsékleten és nyomé-
son, és az adott vagy becsiilt Gsszetétel mellett kell szamitani, és a megfelels tér-
fogatgyok felhasznalasaval. Ha buborékpontot szamitunk, akkor az x folyadékdsz-
szetétel mellett kapott harom valos térfogatgyok koziil a legkisebbet kell hasznalni
a folyadékfazis-beli fugacitasi egyiitthato szamitasdhoz, de a legnagyobb gy6k nem
hasznalhato az egyensilyi paraban érvényes fugacitasi egylitthatdé meghatérozéasara.
Az egyensulyi paraban érvényes fugacitasi egyiitthaté meghatarozasahoz elészor be-
csiilni kell a para y Osszetételét, és ezen Osszetétel mellett kell szamitani a valds
térfogat-gyokoket, melyek koziil a legnagyobb hasznalhato a fugacitéasi egyiitthatok
szamitasahoz. Harmatpont szamitasanal a helyzett éppen forditott.

Mivel a folyadék és a para fazis nemidealitdsanak modellje azonos, megadhatjuk
mind a négy feladat szamitasanak kozos vazlatat:

BHTP-¢ Algoritmus: Egyensiilyi szamitas ¢/p moédszerrel
Adott: T (vagy p) és y! Osszetétel (folyadék vagy para)
Keresett: p* (vagy T*) és y'! Osszetétel (para vagy folyadék)
Becslés: p* (avagy T*) értékét alkalmas p-vel (T-vel) becsiiljiik; a ! és p!! fuga-
citéasi egyiitthatokat 1-gyel vagy pontosabb modszerel becsiiljiik, vagy ezek helyett
a K; egyensilyi ardnyokat becsiiljiik.

1. Szamitjuk a ¢! fugacitasi egyiitthatokat.

2. Beallitjuk egy n szamlalo értékét n < O-ra.

3. Szamitjuk az egyensilyi aranyokat:

I

¥
17
i

K;, <

4. Szamitjuk az egyensilyi moltortek értékét:
yl! <= Kiy!

5. Osszegezziik a moltorteket:
0 < Z yZI I
i

6. Normalizaljuk a moltorteket:

II
ylu - Yi
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7. Szémitjuk a ¢! fugacitasi egyiitthatokat.
8. Szamitjuk az egyensilyi aranyokat:

of

17
%

K, <

9. Ha n = 0, akkor a 12. pontra lépiink.
10. Ellenkez6 esetben szamitjuk az elézéleg és most szamolt moltortek elté-
rését (négyzetes vagy abszolut érték, mindegy, csak valamilyen értelmes

norma legyen):
A=yl —yel!
i

11. Ha a szamitott A eltérés kisebb, mint egy elére megadott kicsiny pozitiv
4, akkor a 14. pontra lépiink (kilépiink a bels6 ciklusbdl).
12. Ellenkez6 esetben taroljuk a kapott moltortek értékét:

11 11
ye;,T < y;

13. n értékét noveljik:
n<n+1l

és visszléplink a 3. pontra (belss ciklus).

14. Ha o értéke egy el6irt € hibahatéron beliil megegyezik 1-gyel, akkor a
becsiilt nyomést (hémeérsékletet) elfogadjuk a keresett nyoméasnak (hs-
mérsékletnek): p* < p  (T* < T) , és a szamitast befejezziik.

15. Ellenkezs esetben modositjuk a p nyomas (T hémérséklet) értékét, és visz-
szatériink az 1. ponthoz (kiils§ ciklus).

Ez a vazlat finomitand6 annak megfelelSen, hogy a kezdeti héfok /nyoméas becs-
lés és az Osszetétel esetleg nem felel meg a kivant fazisnak. Példaul folyadékfazis
szamitasakor a becsiilt hémérsékleten az adott Gsszetétel mellett egyetlen valos
gyokot kapunk, és az nagyobb, mint a kritikus térfogat: ez nem hasznalhato6 a fo-
lyadékbeli fugacitasok becslésére. Az ilyen jellegii hibak felismerésére és kezelésére
eseti, speciélis megoldasok alkalmazhatok.

1.8.5. Para/folyadék megoszlasok szamitasa

Az egyszeri egyensulyi szamitasok esetében mindig ismerjik az egyik fazis Gsz-
szetételét, és az egyensulyi ardny alkalmas becslése utan szamithatjuk a masik
fazis becsiilt Osszetételét, annak alapjan pedig fugacitasat. Mivel a megoszlési
feladatoknal egyik egyensiilyi fazis Osszetételét sem ismerjiik, az egyensilyi arany
becslése nem elegends a fazisok szamitdsdhoz. Ha viszont ismert a fazisarany, vagy
jO becslésiink van rola, akkor a két fazis 6sszetétele a kovetkezdk alapjan szamithato:

Ha F, V és L jeldli sorra a tap, a para és a folyadék mennyiségét, tovabba A
jeloli a A = L/ F folyadékaranyt, akkor az alabbi komponensmérlegek

Fz; =Vy, + Lx; (1:1,2,...,0)
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és az

F=V+1L

teljes anyagmérleg alapjan felirhato a folyadékarannyal kifejezett komponensmér-
leg:
zi = (1= ANy + Az (i=1,2,...,0)

A K; egyensilyi arany ismeretében mindkét fazis Gsszetétele kifejezhets:

Zi

= i =1,2,... 1.51

xl )\+(1—)\)KZ (Z » = 7C) ( 5 )
Kizi .

= — =1,2,... 1.52

v=xraownE | (=20 (1.52)

A moltort-osszegeknek 1-et kell adniuk:

zi: A+ (12i NE (1.53)

Kz _
; A+ (1-NE; ! (154)

Adott K; egyensiilyi aranyokhoz megkereshets az a A folyadékardny, ami mellett
vagy a folyadék-moltortek vagy a para-moltortek Osszege 1-et ad. (A két feltétel
egyszerre csak akkor teljesiil, ha a X\ és a K értékek Osszetartoznak.) Adott (be-
csiilt) K; értékek mellett megkereshets akar (1.53), akar (1.54) A-gyoke, ezt (1.51)-
be és (1.52)-be helyettesitve megkapjuk a fazisok Osszetételeit. Az egyik fazisban
(amelyre nézve a gyokot megkerestiik) a moltortek dsszege 1, a masikban a mol-
torteket normalizalni kell. Az (1.53) és (1.54) egyenletek azonban nem monoton
valtoznak a 0 < A < 1 tartomanyban, ami numerikus nehézséget okozhat. Ezért
célszerd ezek helyett a ketté kombinaciojabol szamitani a folyadékaranyt:

wmzzyi—zxi_zm—o (1.55)

Az igy kapott moltortek altalaban egyik fazisban sem elégitik ki az Gsszegzési felté-
telt, ezért ezeket (mindkét fazisban) normalizalni kell. Viszonzasképpen az (1.55)-
ben definialt ¢ (\) fliggvény derivaltja, vagyis

dy(\) (Ki—1)%z
2 At NEP

o (1.56)

%

mindig pozitiv, tehat ¢ (\) szigoriian monoton névekvs fliggvény, ami megkdnnyiti
a gyokkeresést.

Az izoterm-izobar és az adiabatikus flash szamitasoknal nem tudhatjuk eldre,
hogy a rendszer val6ban kétfazisu-e, illetve, hogy ha nem, akkor folyadék- vagy
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1.2. tablazat. Az (1.55)-ben definialt ¢ (\)
fiiggvény értékeinek értelmezése

¥(0) | (1) | fazisallapot P = (0)1(1)
<0 | <0 | alahttott folyadék >0
<0 | = buborékponti folyadék =0
<0 | >0 | két fazis <0
=0 | >0 | harmatponti para =0
>0 | >0 | tdalhevitett para >0

para fazisban van-e. Akarmelyik allapotban van is a rendszer a modell szerint, a
szamitas befejezése el6tt csak becsiilt K; egyensilyi ardnyokat ismeriink, melyek
esetleg olyan fazisallapothoz tartoznak, ami eltér a megoldashoz tartozo értéktdl.
Példaul a modell szerint a rendszernek 98 molszazaléka folyadék és 2 molszazaléka
para, azonban az iterativ szamitas kozben a becsiilt L; egyensulyi aranyok annyira
kisebbek a valodi megoldasnal, hogy az 100 szazalék folyadékra utal.

Annak feltétele, hogy az adott (becsiilt) K; értékek mellett az (1.55) egyenlet
gyoke 0 és 1 kozé essen, vagyis hogy az egyenlet két fazist jelezzen, a monoton
novekedés miatt az, hogy A = 0-nal negativ, A = 1-nél pedig pozitiv értéke legyen
a () fiiggvénynek (ekkor esik a gyok a kivant tartomanyba). Az 1.2. tablazat
mutatja a végponti értékek 6t lehetséges kombinacidjat, és azok értelmezését.

Ha szamitas kozben a becsiilt K; értékek mellett az (1.55) egyenlet gydke nem
esik 0 és 1 kozé, akkor az 1.2. tablazat értelmezése szerinti folyadék- vagy péara-
allapotban kell Gjra szadmitani az egyensulyi aranyokat.

Izoterm-izobar flash szamitasa

Ebben az esetben a megoszlast (vagy meg nem oszlast) a héfok és a nyomés a brutto
Osszetétellel egyiitt egyértelmiien meghatarozza, és az entalpiak a megoszlas (vagy
meg nem oszlas) ismeretében utdlag szamithatok. (Ha ismert a tap hétartalma,
akkor utoélag kiszamithato, hogy mennyi fiitésre vagy hiitésre van sziikség a kivant
héfok és nyoméas beéllitasahoz.)

VL-TP Algoritmus: Izoterm-izobar flash szamitas ¢/¢ vagy ¢/v moéd-
szerrel

Adott: T, p, és z

Keresett: A\, @ és/vagy y, és megoszlas esetén K

Becslés: K

1. Szamitjuk az Osszetételtd] fliggetlen adatokat (hofokfiiggs kolesdnhatési
egyiitthatokat, aktivitasi egyiitthatéo modell alkalmazésa esetén a tenzio-
kat).

2. Szamitjuk a ¢ (0) és (1) értékeket, valamint a ¥ < (0)y(1) értéket.
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e

Ha ) > 0, akkor egyetlen fazist talaltunk és a szamitast befejezziik.
Ha nem, akkor az (1.55) egyenletnek van koztes gyoke (két fazis lehet).

5. Megoérizziik a legutoébbi K-becslést:

© XN

10.

11.
12.
13.

14.
15.

16.

17.

Ke;, < K;

Megkeressiik az (1.55) egyenlet A\ gyokét 0 és 1 kozott.

Szamitjuk mindkét fazis Gsszetételét az (1.53) és (1.54) egyenletekkel.
Normalizaljuk az Osszetételeket.

Szamitjuk az egyes fazisok tulajdonsagait a normalizalt Osszetételekkel.
Allapotegyenlet esetében szamitjuk az elegy kevert paramétereit, szamit-
juk a térfogat-gyokoket, kivalasztjuk a megfelel§ gyokot, és szamitjuk a
parcialis fugacitasi egyiitthatokat. Aktivitasi egyiitthaté modell alkal-
mazasa esetén szamitjuk az aktivitasi egyilitthatokat és sziikség esetén a
korrekciokat.

A ¢/ vagy ¢/v modszer alkalmazasatol fliggSen, a 9. pontban szamitott
adatokbdl szamitjuk a kovetkezd eltérést:

IT, 1T

> yiol —yll ol

vagy

0 <=

yizipy pP
_p+ 1MUYy )
; yip;

illetve ennek megfelelGen egyszertsitett alakjat.

Ha o értéke kisebb, mint egy el6re rogzitett € hibakorlat, akkor két fazis
van a szamitott x, y, és A adatokkal. A szamitast befejezziik.

Ha nem, akkor a ¢/¢ vagy ¢/~ modszer alkalmazasatol fiiggben, a 9.
pontban szamitott adatokbdl Gjraszamitjuk a K; egyensilyi aranyokat.
Szamitjuk a 1(0) és ¥ (1) értékeket, valamint a 1) < 1(0)y(1) értéket.
Ha ¥ > 0, akkor egyetlen fazist talaltunk és a szamitast befejezziik.

Ha nem, akkor az (1.55) egyenletnek van koztes gyoke (két fazis lehet).
Szamitjuk a régi és a felajitott egyensulyi aranyok eltérésének normajat:

A<:Z|K€i—Ki‘
%

Ha A értéke kisebb, mint egy el6re rogzitett § hibakorlat, akkor két fazis
van a szamitott x, y, és A adatokkal, bar a szamités pontossaga nem érte
el az ¢ korlatot. A szamitast befejezziik.

Ha nagyobb, akkor visszalépiink az 5. pontra.

Izobar adiabatikus flash szamitasa

Ebben az esetben az entalpiamérleg hatérozza meg a rendszer allapotat, vele egyiitt
az egyensulyi hémérsékletet.
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Legegyszeriibb esetben gy jarhatunk el, hogy az izoterm-izobar flash szamitast
egy olyan ciklusba agyazzuk, amiben a hémérséklet az ismeretlen valtozo:

VL-PQ-szekv Algoritmus: Izobar adiabatikus flash szamitas beagyazott
ciklussal

Adott: p, J, és z

Keresett: A\, T, & és/vagy y, és megoszlas esetén K

Becslés: K és T

1. A VL-TP Algoritmus végrehajtasa.
2. H és/vagy h szamitasa a kapott fazisosszetételek mellett.
3. Az entalpia-mérleg hibajanak szamitasa:

o< [N+ (1— N H - J|

4. Ha a o hiba kisebb, mint egy elére elhatarozott ¢ korlat, akkor a szamitast
befejezziik.
5. Ellenkez6 esetben modositjuk T' értékét, és visszatériink az 1. pontra.

Az entalpiamérleg hibajanak elGjelébdl lehet kdvetkeztetni arra, hogy a hémér-
sékletet novelni vagy csokkenteni kell.

Gyorsabb szamitast biztosit a folyadékarany és a hémeérséklet egyidejt feluji-
tasa, aminek egyik alkalmas modszere a kétvaltozos Newton-iteracio. Ekkor az
(1.55) egyenlet alabbi értelmezésének

(Ki — 1)Zi

E — 1.
és az alabbi hémeérlegnek
CAT)=M+(1-XNH-J=0 (1.57b)

az egylittesét, mint A és T kétvaltozos kétértékd fliggvényét tekintjik. A New-
ton-modszer alkalmazasédhoz sziikség van mindkét fiiggvény mindkét parcialis de-
rivaltjara. Az (1.57a) fiiggvény A-szerinti parcialis derivaltjat megadja az (1.56)
Osszefiiggés. Az (1.57b) fiiggvény A-szerinti parcidlis derivaltja kozelithets ugy,
hogy H és h A-fiiggését elhanyagoljuk:

AICNT)\
( OA >TNh_H

Az (1.57b) fiiggvény T-szerinti parcidlis derivaltja megkaphato az entalpiafiiggvé-
nyek derivaltjaibol:

ocNT)\ _,0h . OH
( or )A_/\BT (1 A)aT
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Az (1.57a) fiiggvény T-szerinti parcialis derivaltja pedig vagy elhanyagolhato, vagy
numerikus differencialassal szamithato.

VL-PQ-szimu Algoritmus: Izobar adiabatikus flash szamitas szimultan
felujitassal

Adott: p, J, és z

Keresett: A\, T, x és/vagy y, és megoszlas esetén K

Becslés: K, T és A

1. Megérizziik a legutobbi K-becslést és A-becslést:
Ke, <« K;

e <= A

. Szamitjuk a (A, T) és a (A, T) fliggvényeket és parcialis derivaltjaikat.

A Newton-modszer szerint felujitjuk A\ és T értékét.

. Szamitjuk mindkeét fazis Gsszetételét az (1.53) és (1.54) egyenletekkel.

. Normalizaljuk az Gsszetételeket.

. Szamitjuk az egyes fazisok tulajdonsagait a normalizalt Osszetételekkel.
Allapotegyenlet esetében szamitjuk az elegy kevert paramétereit, szamit-
juk a térfogat-gyokoket, kivalasztjuk a megfelel§ gyokot, és szamitjuk a
parcialis fugacitasi egyiitthatokat. Aktivitasi egyiitthaté modell alkal-
mazasa esetén szamfitjuk az aktivitasi egyilitthatokat és sziikség esetén a
korrekcidkat.

7. A ¢/p vagy ¢/y modszer alkalmazéasatol fliggGen, a 6. pontban szamitott

adatokbol szamitjuk a kovetkezs eltérést:

SN

ylol —ylTpl!
yll ol

o <=

vagy

o <=

o,L o
Yitip; p; P
P Z yiSDY |
illetve ennek megfelelGen egyszertsitett alakjat.
8. Ha o értéke kisebb, mint egy elére rogzitett € hibakorlat, akkor két fazis
van a szamitott x, y, és A adatokkal. A szamitast befejezziik.
9. Ha nem, akkor a /¢ vagy /v modszer alkalmazéasatol fiiggGen, a 6.
pontban szdmitott adatokbdl Gjraszamitjuk a K; egyensilyi aranyokat.
10. Szamitjuk a 1(0) és (1) értékeket, valamint a 1) < 1(0)1(1) értéket.
11. Ha ¥ > 0, akkor egyetlen fazist talaltunk és a szamitast befejezziik.
12. Ha nem, akkor szamitjuk a régi és a felujitott egyensilyi ardnyok eltéré-
sének normajat:

%

Al = |)\67>\|
AQ = Z|K€Z 7Kl|
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13. Ha A; értéke kisebb, mint egy elére rogzitett §; hibakorlat és Ay értéke
kisebb, mint egy el6re rogzitett do hibakorlat, akkor két fazis van a sza-
mitott x, y, és A adatokkal, bar a szamitas pontossiga nem érte el az ¢
korlatot. A szamitast befejezziik.

14. Ellenkez§ esetben visszalépilink az 1. pontra.

1.8.6. Folyadék/folyadék és para/folyadék/folyadék megosz-
lasok szamitasa

A péara-folyadék egyensulyi szamitéasoknal el6forduld forraspont- és harmatpont-
szamitasokkal analog feladatok a folyadék-folyadék egyensiilyok szamitasanél nem
szoktak felmeriilni. Altaldban az a kérdés meriil £51, hogy adott nyomason és hé-
mérsékleten az adott Osszetételd elegy megoszlik-e, és ha igen, akkor hogyan osz-
lik meg két (vagy tobb) folyadék-fazisra. Ennek megfeleléen a folyadék-folyadék
megoszlasi szamitasok az izoterm-izobar flash szamitas mintajara torténnek. Az
egyetlen eltérés az, hogy most /v modszer is hasznalhato, s6t, ez a gyakoribb. A
két folyadék-fazist I és /1 felss indexszel jeldljiik az alabbi algoritmusban:

LL Algoritmus: Izoterm-izobar folyadék-megoszlasi szamitas
Adott: T, p, és z

Keresett: ), folyadékmegoszlasi arany, ! és/vagy x!
folyadékbeli megoszlasi aranyok

Becslés: K

1. Szamitjuk az Osszetételtsl fliggetlen adatokat (héfokfliggs kolesonhatasi
egyiitthatokat, aktivitasi egyiitthaté modell alkalmazasa esetén a tenzio-
kat).

. Szamitjuk a 1(0) és (1) értékeket, valamint a i) < (0)1(1) értéket.

. Ha ¢ > 0, akkor egyetlen fazist talaltunk és a szamitast befejezziik.

. Ha nem, akkor az (1.55) egyenletnek van koztes gyoke (két fazis lehet).

. Megérizziik a legutobbi K-becslést:

I &5 megoszlas esetén K

T W N

Ke;, < K;

6. Megkeressiik az (1.55) egyenlet A gydkét 0 és 1 kozdtt (x helyett z! sze-
repel).

7. Szamitjuk mindék fazis Osszetételét az (1.53) és (1.54) egyenletekkel (z és
y helyett ! és 2T szerepel).

8. Normalizaljuk az Gsszetételeket.

9. Szamitjuk az egyes fazisok tulajdonsagait a normalizalt Gsszetételekkel.
Allapotegyenlet esetében szamitjuk az elegy kevert paramétereit, szamit-
juk a térfogat-gyokoket, kivalasztjuk a megfelels gyokot, és szamitjuk a
parcialis fugacitasi egyiitthatokat. Aktivitasi egyiitthaté modell alkal-
mazéasa esetén szamitjuk az aktivitési egyiitthatokat és sziikség esetén a
korrekciokat. ~/y modszer alkalmazasa esetén a korrekciok szamitaséra
nincs sziikség.



1.8. Elegyek fazisegyensilyi szamitasai 69

10. A ¢/p vagy /v modszer alkalmazasatol fiiggden, a 9. pontban szamitott
adatokbdl Gjraszamitjuk a K; egyensilyi aranyokat.

11. Szamitjuk a ¥ (0) és (1) értékeket, valamint a ¥y < ¥ (0)(1) értéket.

12. Ha ¥y > 0, akkor egyetlen fazist taldltunk és a szamitast befejezziik.

13. Ha nem, akkor az (1.55) egyenletnek van koztes gyoke (két fazis lehet).
Szamitjuk a régi és a felujitott egyensulyi aranyok eltérésének normaéjat:

A<:Z|K€i_Ki‘

14. Ha A értéke kisebb, mint egy el6re rogzitett ¢ hibakorlat, akkor két fazis
van a szamitott xf, ! és A adatokkal, bar a szamitas pontossdga nem
érte el az € korlatot. A szamitast befejezziik.

15. Ha nagyobb, akkor visszalépiink az 5. pontra.

Az algoritmus gyenge pontja az egyensilyi aranyok alkalmas becslése. Kénnyen
eléfordulhat, hogy a 3. pontban egyetlen fazist kapunk, pusztan a K értékek rossz
becslése miatt. Ugyancsak gyakori hibaja az LL Algoritmusnak, hogy gyakran
vezet a 12. pontban egyetlen fazishoz, mig a modell szerint az adott Osszetétel két
fazisra valik szét (ez a szétvalt fazisok Osszetételének ismeretében ellendrizhets). Ez
az un. "trivialis megoldas". Ennek elkeriiléséhez célszerii tigy becsiilni a K
egyenstilyi aranyokat, hogy azok a komponensek szétvalasat eltilozzak:
ha varhatéan K; > 1, akkor K; értékét becsiiljiik tul, ha ellenben K; < 1, akkor K;
értékét becsiiljiik alul. Ez sem teljesen biztos moédszer, csak valdsziniileg vezet jo
eredményre. A probléma azzal a kérdéssel kapcsolatos, hogy az adott Osszetétel,
nyomasu és hémérsékletd homogén fazis stabil-e, vagy kiillonb6z8 Gsszetételd fazi-
sokra valik szét, és hogy miként lehet erre a kérdésre megbizhatéan vélaszt kapni.
Ezzel a kérdéssel a 1.10. alfejezetben foglalkozunk.

A péara-folyadék-folyadék egyenstlyok szamitasanak leggyakoribb (és szeren-
csére legegyszeriibb) esete a buborékpont-szamitas esetleg kettévalo folyadekfa-
zis mellett. E szamitasnal tekintettel kell lenni arra, hogy a para fazis nem
valamilyen brutto Gsszetételi folyadékfazissal all egyensalyban, hanem
kiilon-kiilon az egyes folyadékfazisokkal. Ezért a para-folyadék egyently el-
lenérzéséhez ismerni kell az egyes folyadékfazisok Osszetételét, vagyis a folyadék
megoszlasat is.

A folyadékmegoszlas szamitasa elmulasztasanak kévetkezményeit az 1 bar nyo-
méasu izobutanol-viz rendszer példajan mutatjuk be. Az egyensilyokat modositott
Raoult-Dalton Gsszefiiggéssel, az aktivitéasi egyiitthatokat UNIQUAC modellel sza-
mitjuk; a kolesonhatési paraméterek: 493.100 és 87.888 cal/(mol K).

Ha a para-folyadék egyensilyokat brutto folyadékosszetételhez szamitjuk (vagyis
ha nem vessziik tekintetbe, hogy a folyadék szétvalhat), akkor az 1.13 abra sze-
rinti eredményt kapjuk. Itt a harmatpontok goérbéje révid szakaszon "fecskefarok"-
jellegi hémeérsékletatfedést, az egyensulyi gorbe pedig inflexiot és visszahajlast mu-
tat. Ha ezzel szemben a szamités soran tekintetbe vessziik a folyadékmegoszlas
lehetGségét, kiszamitjuk a megoszlast, és az egyik vagy maésik folyadékosszetételhez
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szamitjuk az egyensulyi parat, akkor az 1.14 Abra szerinti heteroazeotrop jelegii,
helyes eredményhez jutunk.

Mivel a két folyadékfazis egymassal egyenstlyban van, elegendd a para és csak
az egyik folyadékfazis egyensilyat ellendrizni, ebbdl kovetkezik a para egyensulya
a maésik folyadékfazissal is. Egy lehetséges algoritmus a kovetkezd:

VLL Algoritmus: Buborékponti hémérséklet meghatarozasa folyadék-
megoszlas mellett
Adott: p nyomas és z brutto folyadékosszetétel
Keresett: T buborékponti hémérséklet, T és &Il egyensilyi folyadékosszetételek,
valamint y egyenstlyi paradsszetétel
Becslés: Tp értékét alkalmas T-vel becsiiljiik. A folyadékfazisbeli megoszlasi ara-
nyokat alkalmas K aranyokkal becsiiljiik. Sziikség esetén a para fazisban érvényes
fugacitasi egylitthatokat is becsiiljiik (egyszeri esetben értékiik: 1).
1. A becsiilt hémérsékleten kiszamitjuk a héfokfiiges adatokat (pl. a tenzi-
okat).
2. Végrehajtjuk az LL Algoritmust.
Egy n szamlalo értékét nullazzuk.
4. Szamitjuk az egyik folyadékfazis és a para fazis kozti K™ egyensulyi aré-
nyokat.
5. Szamitjuk a péara-fazis Gsszetételét:

@

I

6. Ha n =0, akkor a 10. pontra lépiink. Egyébként:
7. Osszegezziik a para-moltorteket:

0 <= Zyi
i
8. Szamitjuk a kapott para-moltortek és a korabbi para-moltort-becslések
eltérését:
A=y — yel
i

9. Ha A értéke kisebb, mint egy el6re rogzitett hibakorlat, akkor a 15. pontra
lépiink. Egyébként:
10. Téaroljuk a kapott (nem normalizalt) moltorteket:

yei < yi
11. Normalizaljuk a para-moltorteket:

Yi = —
12. Noveljiik a szamlalo értékét:

n<n+1
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13. Ujraszamitjuk a péara fazis osszetételfiiggs adatait, ha a modell tartalmaz
ilyeneket.

14. Visszalépiink a 4. pontra (bels6 ciklus).

15. Ha o értéke egy eldirt hibahataron beliill megegyezik 1-gyel, akkor a becsiilt
hémérsékletet elfogadjuk buborékponti hémérsékletnek: Tp <= T, és a 17.
pontra lépiink.

16. Ellenkez6 esetben modositjuk a T hémérséklet értékét, és visszatériink az
1. ponthoz (kiils6 ciklus).

17. Normalizaljuk a para-moltorteket:

?Ji@&
o

A szamitast befejezziik.

1.8.7. Para-oldali nemidealitas kezelése ¢/y modszer haszna-
lata esetén

A parcialis fugacitasi egyiitthatot altalaban allapotegyenletbél szamithatjuk. Er-
demes azonban az alabbi két specialis esetet kiilon targyalni.

Masodik viridlegyiitthato alkalmazasa

A péara-oldali nemidealitast legegyszeriibben a mésodik tagig (B) csonkitott virial-
egyenlettel irhatjuk le.

Térfogatra kifejezett viridlegyenlet alkalmazasa esetében ennek komp-
resszibilitasra atalakitott formaja:

BW)p
S T )

Ekkor az adott nyomaéason és hémérsékleten a para-oldali fugacitési egyiitthatot
a masodik viridlegyiithato fiiggvényében fejezhetjiik ki. Tiszta anyag esetében a
fugacitési egytitthaté éppen:
BWyp

RT

Ha az elegy masodik viridlegyiitthatojat
\% v
BY =0 B
(]

alakban szamitjuk, akkor a parciélis fugacitasi egyiitthato a kovetkezé alaku:

lnp =

=P [ _pW BV
Inp; = T B —&—QZy]Bij

J
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Nyomasra kifejezett viridlegyenlet esetében a csonkitott egyenlet komp-
resszibilitasra atalakitott formaja:

pV B®)
7 = T = 1+ v (+--9)
Ekkor az adott nyomason és hémérsékleten a para-oldali fugacitési egytitthatot a
maésodik viridlegyiithato fliggvényében masképp fejezhetjiik ki. A parcialis fugaci-
tasi egytitthato (1.19) alapjan:

2 (p)
g = —InZ+ VE;%'BU

Tiszta anyag esetében a fugacitasi egyiitthato:

2B()
v

lnp=—-InZ+

Para fazisban asszocial6 komponensek

Mivel az asszociacio tiszta komponens esetében is fellép, a mért (és illesztett) ten-
ziogorbe csak latszolagos egyensulyt ir le. Valojaban a folyadékkal olyan para tart
egyenstlyt, melyben monomer és dimer (vagy n-mer) molekuldk is vannak. A fo-
lyadékbeli "monomer" valodi tenzidja ezért kisebb, mint a latszolagos tenzio. A
monomer < n-mer kémiai egyensulyi reakcié K egyensilyi ardanyanak és a latszo-
lagos tenzidknak az ismeretében kifejezhetGk a komponensek "valédi" moltortjei,
és ennek alapjan felirhato a fugacitasi egyiitthato értéke. Dimerizacio esetében a
fugacitasokkal kifejezett egyensilyi arany:

1z
K1 A;w;m
D Za¥a

ahol z4 és 244 a dimerizal6dé A-komponens monomerjének és dimerjének "valodi"
moltortjei, pa és paa a megfelels fugacitasi egylitthatok. A dimerizacié tobbféle
formalizmussal is kezelhetd.

Az egyik lehetséges médszer szerint (Marek, 1955) az (1.58)-ben szerepld
fugacitési egylitthatod résztortet exponencialis jellegii kifejezéssel kozelitjiik:

PAA | p (2B
% RT
Legyen K, a "valodi" moltortekkel kifejezett megfelels arany:

ZAA pBy
K,=—=pK —_— 1.59
2 —pKew ( BT ) (1.59)

(1.58)

Ennek alapjan, ha az elegy asszocialoé A és nemasszocialé B komponenseket tar-
talmaz, akkor a "valodi" moltortek kifejezése az asszocialdo A komponens esetében:

LT V1+4K.ya(2 —ya)
4T 2K.(2— ya)

(1.60)
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a nemasszocialé6 B komponens esetében pedig:

1+ 2Kz(2 - yA) - \/1 + 4szA(2 - yA)
b 2K (2 — ya)?

ZB =Y

(1.61)

Adott héfokon és nyoméson a K, arany K és By ismeretében (1.59) alapjan sza-
mithaté. A dimerizacios egyensilyi arany Arrhenius-jellegi kifejezéssel kozelithetd
a hémérséklet fiiggvényében:

B

—InK=A-—= 1.62
n - (1.62)

Az (1.60) és (1.61) "valodi" moltortek ismeretében a fugacitasi egyiitthato kifeje-

zése:
;= 2 exp (- PBiv
! Yi RT

Egy masik lehetséges modszer alacsony nyoméason (kb. 5 bar alatt) a "va-
lodi" fugacitasi egyiitthatok elhanyagoléasa, vagyis annak feltételezése, hogy az n-
merizaciés kémiai egyensily kialakuldsa utdn a monomer és n-mer molekulak a
paraban tokéletes gaz idealis elegyét alkotjak (Marek és Standart, 1954). A parci-
alis nyomasokkal kifejezett dimerizacids egyensulyi ardny definicioja:

K =P (1.63)
Pa
Az egyenstlyi allandot tovabbra is (1.62) kozelitheti. Az Osszes nyomést a mono-
mer, dimer és a nemasszociald komponensek parcidlis nyoméasainak Gsszege adja.
Biner rendszerben (ha A mellett csak B komponens van):

pP=paA+Daa+DpB

Tokéletes gaz idedlis elegyében a latszolagos (mért) moltért a parcialis nyomé-
sokkal kifejezhetd:

+2
ya = PAT ZPAA (1.64)
P+ Dpaa
A parcialis nyomés modositott Raoult-Dalton kifejezése
PA =7YATAP) (1.65)

a monomer parcialis nyomasat szolgaltatja, ha a képletben szerepls tenzié a hi-
potetikus nemdimerizal6dé monomer tenziot jelenti. Ugyanakkor ez (1.63) szerint
kapcsolatban all a mérhets p,, tenzidval is:

(P =P+ K (p%)°

Ebbdl kifejezhets a hipotetikus monomer tenzio:

1—/1-4K (p3),,

2K

P =
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Ezt (1.65)-ba helyettesitve megkapjuk a monomer parcidlis nyoméasat, abbol
(1.63)-mal a dimer parcialis nyomasat, és ezzel hasznalhato az (1.64) Gsszefiiggés.

A paraban vegyes dimer molekulék is eléfordul(hat)nak, ezek figyelembe vétele
ugyanilyen forméaban torténhet.

1.8.8. Meért para-folyadék egyensilyi adatok termodinamikai
ellenérzése

Ebben az alfejezetben csak biner elegyekre vonatkozo mérések ellenérzésével foglal-
kozunk. Miel6tt a mért adatokhoz valamilyen aktivitasi egyiitthatd6 modellt vagy
allapotegyenlet elegyitési modellt illesztenénk, célszeri ellenérizni, hogy az adat-
rendszer kielégiti-e az illesztendé modelltél fiiggetlen, altalanos termodinamikai
Osszefiiggéseket. Ilyen Gsszefiiggések pl.:

AE
RTIn~; = (anG> (1.66)
8,’“ T7p7 'ﬁ'z
AEV AEH
E;xﬂhvn: g — g dT (1.67)

Természetesen ezen Osszefiiggések a mért adatokhoz soha nem illeszkednek t6-
kéletesen, hanem csak a mérési hibak &ltal okozott bizonytalansiggal terhelve.
Mivel éppen a mérési hibdk pontosan nem ismertek, a gyakorlati tapasztalatok
alapjan tekintiink bizonyos illeszkedéseket elfogadhatonak vagy elvetendének. A
konzisztencia-ellenérzések elsGsorban a rendszeres hibdk altal okozott eltérések ki-
szlirésére alkalmasak, de némi tajékoztatast adnak a véletlen hibdk nagysagéarol
is.

A leginkabb hasznéalatos ellenérzé modszerek a kovetkezok:

Teriilet-integral ellenérzés és lokalis ellenSrzés

Biner elegyben zo = 1 — 21 = 1 — 2. Az (1.67) Osszefliggés alapjan biner rendszerre
felirhato:

APV APH

dp — dT (1.68)

il
dln— = 772

Y2 RT
Ko6zonséges folyadékelegyeknél az elegyitési térfogatvaltozas nagyon kicsi az egyéb
tényez6khoz viszonyitva, és ezért elhanyagolhato.
Izoterm esetben (Hdla et al, 1967) az (1.68) egyenlet jobboldalanak masodik
tagja azonosan nulla, az elsé tag nagyon kicsi, ezért moltort szerint integréalva is
kozel nullat kell kapnunk:

1 p(x=1) FE
/mﬂm:/ AV a0
0 Y2 p(z=0) RT
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Ez az eredeti, és konnyebben hasznalhato modszer. Az aktivitasi egyiitthatok
ugyanis alacsony nyomason jol becsiilhetSk tokéletes gaz péara oldal feltételezésével
(1.50 egyenlet):

_ Yip
;P

Vi

A becsiilt aktivitasi egylitthatok aranyanak logaritmusat = fliggvényében abra-
zolva numerikusan vagy grafikusan integralhatunk. Altalaban a [0,1] szakasz egy
részén a fliggvény pozitiv, egy masik részén negativ, és az integral akkor nulla,
ha a fliggvény és az x tengely kozti két részteriilet egyenls. Ezért nevezik e mod-
szert a teriiletintegral modszerének. King (1969) elemzi a benzol - n-heptan
elegy két (irodalomban kézolt) méréssorat ezzel a modszerrel (1.15 abra). Az tires
korokkel jelzett adatok szerint a negativ tartomanyban lefedett teriilet lényegesen
nagyobb a pozitiv teriiletnél; ez a méréssor hibas. A teli kordkkel jelzett adatok
teriiletintegralja kozel nulla, a méréssor elfogadhato.
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1.15. 4bra. Benzol — n-heptan, teriiletintegral-ellenérzés, King, 1969

Izobar esetben figyelembe kell venni az elegyitési héket is, amirsl altalaban
nem all rendelkezéslinkre mérési adat. Szerves vegyiiletek elegyitési h6i nem tul
nagy és moléarisan nem tulsagosan kiilonbozé értékek, igy az integral értékére els-
zetes becslés adhato (Herington, 1951).
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Lokalis ellendrzés: Az integralast nem csak a két végpont kozott, hanem
révidebb szakaszokon is elvégezhetjiik. Példaul zp > 0 és g < 1 kozott integralva
nem kozel nullat, hanem az alabbi értéket kell kapnunk:

TA=TQ
/ In dz =
TA=T P rY2

zoInya(zq) + (1 —2q¢) nyp(zq) —xpnya(zp) — (1 —zp) Inyp(zp)

Az egész tartomanyon vett integralas soran a lokalis hibak kiegyenlit&dnek.
Eppen ezért a teriiletintegral nem is teljesen megbizhato jelzGje a termodinamikai
konzisztencianak, hiszen elfedheti az egyes kiugro lokalis eltéréseket. A lokalis ré-
szintegralok ezzel szemben &atfogd képet adnak a mért adatokrol. Ugyanakkor a
részintegralok halmaza sziikségszertien nagyobb eltéréseket mutat, mint a teriilet-
integral, és kiértékeléséhez a hibaterjedési torvényt figyelembe vevé matematikai
statisztikai probakra van sziikség.

Maradékok mdodszere

Az altalanos termodinamikai Osszefiiggések felhasznélasaval a mért adatok koziil az
egyik fajta (pl. a para-moltort) a tobbi fiiggvényében kifejezhets. Az igy kifejezett
(kiszamitott) és a mért adatok kozti eltérést nevezziik maradéknak. E maradékok
elemzésével is ellendrizhetjiik az adatok termodinamikai konzisztencidjat. Egy ilyen
moédszert mutatunk be az alabbiakban.

Izoterm esetben az aktivitasi egytithatok kifejezheték, mint:

AFG
AEG d RT
Iny = AT +(1- x)T (1.69a)
AEG
AEG d RT

A péra-oldali nemidealitas elhanyagolasaval kifejezhets az Gssznyomds (modo-
sitott Raoult-Dalton Osszefiiggeés):

AFPG APG
B d E d
(z) = apie = GJr(lfac)i +(1—x)pse = Gf:c RT
S T dz P2 &P R dz
(1.70)

A nagy szogletes zardjelben &llo kifejezések az aktivitasi egyiitthatokat adjak
meg, az (1.69a)—(1.69b) Osszefliggések szerint. Az (1.70) Osszefliggés kozdnséges

differencialegyenlet, melynek megoldasa a G(x) fliggvény, ahol G = %. A p(x)
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Gssznyomads mért adat, a vizsgalt tartoméany (0 < x < 1) peremén a nyomas mege-
gyezik a tenzioval, a tenzidk ismertek, ellenben ismeretlen a G(z) fiiggvény. Ezt az
ismeretlen fiiggvényt kapjuk meg a differencidlegyenlet numerikus megoldasaval.
Ha megkaptuk a G(z) fiiggvény szamitott értékét az x pontokban, akkor a ~;
és 7o aktivitasi egyiitthatokat is szamithatjuk az (1.69a)—(1.69b) Gsszefiiggésekbdl.
Ezutan nincs akadalya a para-moltortek szamitasanak minden ismert & pontban:

* 77/3:1pr)
Y = —
p

A fenti moédszerrel az y; para-moltorteket szamitottuk, és e szadmitashoz csak
a mért x, p, T adatokat hasznaltuk fel. (A hofokot a tenziok kiszamitasanal hasz-
naltuk.) E szamitott moltortek GsszevethetSk a mért para-moltortekkel, és elvben
azonosnak kell lenniiik:
Ay=y —y; =0

Ha a fent definialt Ay; maradékokat abrazoljuk z fliggvényében, akkor lathat-
juk, hogy a maradék (a hiba) hogyan oszlik el a moltort-tengely mentén. Ha a hiba
egyenletes eloszlasu (pozitiv-negativ irdnyban, illetve a tengely mentén hasonlo
mértéki), akkor a hibak véletlen hibédknak tekintheték. Ha ellenben a hibak tual-
nyomorészt azonos elGjeltiek, vagy az x tengely mentén nagysaguk tendencidézusan
valtozik (pl. monoton cs6kken vagy né az érték), az rendszeres hibara utal.

1.9. Modell-paraméterek illesztése és extrapolacio

(Ebben az alfejezetben csak kolesonhatasi paraméterekkel foglalkozunk, a tiszta
anyagokra vonatkozo modellek paramétereivel nem. Azok hasonloképpen kezelhe-
tok.)

Csak akkor érdemes a modell (vagy modellek) paramétereit az adatokhoz illesz-
teni, ha a mért adatok kialltak a termodinamikai konzisztencia-probakat (melyek
koziil kett6t mutattunk be az 1.8.8. alfejezetben).

A modell alakja altalaban olyan, hogy tartalmazza a mért T, p, x, y valto-
zokat, és a konkrét anyagok jellemzgGit valamilyen a, b, ... paraméterekkel veszi
figyelembe. Ennek nullara kifejezett (implicit) alakja:

f(T,p,x,y; a,b,...) =0

Ha megkaptuk a keresett paramétereket, akkor érdemes elemezni az illesz-
tett paraméterek szérasat a varhato érték koriil. A biner kdlesonhatési para-
méterek erdsen korrelaltak, és a paraméterpar pontjat az ellipszis hossztengelye
mentén elmozdithatjuk anélkiil, hogy a modellb6l szamitott eredmények lényege-
sen megvaltoznanak. (A célfiiggvényben hosszi, kozel egyenes nyomvonald lapos
arok fut a hossztengely iranyaban, melynek minimuma csak bizonytalanul &lla-
pithato meg.) Ezért kiilonbo6zs illetszési modszerekkel, vagy akar azonos illesz-
témodszerrel, de kiilonb6zé méréssorokhoz illesztve latszolag teljesen kiilonb6zé
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paraméter-parokat kapunk, melyek azonban kézel egyforman jol (vagy
kézel egyforman rosszul) irjak le a mérési eredményeket.

Az empirikus modellek illesztett paraméterei altalaban csak a vizsgalt héfok-
és nyomastartoményban érvényesek. FElsGsorban a héfokra érzékenyek, kiilonosen
a folyadék-folyadék megoszlast leiré paraméterek.

Extrapolalhaték azonban (tapasztalat szerint) a biner rendszerre illesztett
paraméterek a tobbkomponensi rendszerek szamitasara, valdszintileg azért, mert
a terner és tObbkomponenst kolcsonhatasi energidk és elrendezddések hatésa a
para-folyadék egyensulyokra nagységrenddel kisebbek a biner hatasoknal. Forditva
nem érdemes eljarni: ha terner mérésekre illesztiink paramétereket, akkor azok
tapasztalat szerint nagyon rosszul irjék le a biner rendszerek viselkedését. Ez va-
l6szintileg azért van igy, mert mig biner rendszerekre illesztés esetén a két végpont
adatait a tenzio-Osszefliggések pontosan megadjak, addig a terner rendszerekre il-
lesztésnél az Osszetételi haromszog éleinek (széleinek) viselkedését ilyen Osszefiiggés
nem adja meg.

Nem extrapolalhaték a biner folyadék—folyadék megoszlasi mérések eredmé-
nyei terner megoszlasokra, de a terner rendszerre illesztett paraméterek extrapo-
lalhaték a t6bbkomponensi rendszerek szamitasara.

Nem extrapolalhaté folyadék-folyadék egyensulyok leirdsara a para-fo-
lyadék egyensiilyra illesztett modell, és viszont. Az empirikus modellek egyike sem
olyan jo, vagyis nem &ll olyan elméleti alapokon, hogy ezt biztositana. Sajnos,
ugyanazon anyagrendszer esetében is két kiilon paraméter-rendszert kell il-
leszteni és hasznalni a para-folyadék és a folyadék-folyadék egyenstly
leirasara. Ez még a para-folyadék-folyadék egyensulyok szamitasanal is rendsze-
rint igy van.

1.10. Fazisok stabilitAsanak ellendrzése

A homogén fazisok koncentracio- és térfogatingadozasokkal szembeni stabilitasa-
nak ellenérzése részben a kozonséges folyadék-folyadék egyensulyok szamitasanél,
részben nagynyomésu fazisegyensilyok szamitasanal okoz nehézséget. (Kozonséges
koriilmények kozti para-folyadék egyensiilyok esetében a szokasos buborékpont- és
harmatpont-szamitasok jol mikodnek.)

A folyadék-folyadék egyensilyoknal kialakuld helyzetet biner rendszereken le-
het jol szemléltetni, bar valédi numerikus probléma a tébbkomponensii rendszerek
szamitasanal meril fol. A folyadék-folyadék egyensilyt (vagy megoszlast) adott
hémérsékleten és nyomason vizsgaljuk, ezért az egyik komponens x moltortje az
egyetlen fiiggetlen valtozo, melynek fiiggvényében abrazolhatjuk a szamitott A™*G
elegyitési szabadentalpiat (1.16 abra). A fiiggvény valamely pontjahoz htzott
érinté a kémiai potencialt metszi ki a megfelel tengelybsl. (Az x =0ésazz =1
helyen az egyik ill. a masik komponens kémiai potencialja olvashato le.)

A A™G(z) fiiggvény az x moltortii (hipotetikusan) homogén fazis elegyitési
szabadentalpidjat mutatja az adott héfokon és nyoméason. A szabadentalpia egyen-
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1.16. abra. Metanol — ciklohexan elegy A™* (G fiiggvénye 20 C hémérsékleten

stulyi minimum-tulajdonsaga miatt a z Osszetételii homogén fazis akkor stabil, ha

szétvalassal nem képzédhet két vagy tobb mas, pl. z és o' 5sszetételd, egymaéssal

egyensilyt tarté homogén fazis ugy hogy

MGz 4 (1 = N)A™G(2!) < A™2G(2) (1.71)
ahol z = Az + (1 - \)z!!. Ha az (1.71) egyenl6tlenség fennall, akkor a z Ssszetételd
homogén fazis instabil. Ha az 2! és 2!l Gsszetételti homogén fazisok nmagukban

I 17

stabilak és egymaéssal egyensulyban allnak, akkor z, z* és ' viszonya az anyag-
mérleggel egyiitt megadja a fazisok aranyat. A z Osszetételd homogén fazist akkor
tekintjiik stabilnak, ha semmiféle 2! és 2/ kombinécié melett nem teljesiil az (1.71)
egyenlGtlenség.

Vannak olyan 6sszetételek, melyekrsl konnyen igazolhato, hogy instabilak. Nyil-
vanvalo, hogy a z Osszetételd homogén fazis nem stabil, ha a A™*G(x) fiiggvény
a z helyen alulr6él homori. Matematikailag: a z pont instabil, ha

2 Amix
LG(I) <0 (1.72)
dx? =2

A (1.72) feltétel megforditasa (forditott iranya egyenlStlenség) nem elégséges
feltétele a stabilitasnak. A 1.16. abran a z pont kétségteleniil instabil, mert ott
a A™G(z) fiiggvény homort, vagyis teljesiil az (1.72) feltétel. Ugyanakkor az
w Osszetételnél az (1.72) feltétel nem teljesiil, az elegy mégis instabil, mert az x!
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és a1l Bsszetételli pontokhoz htizott kozds érinté a A™*G(w) pont alatt huzodik,

tehat ott a kombinalt szabadentalpia kisebb, mint a megfelel6 homogén fazisban.
Jeloljiik yi-gyel és yo-vel azokat az Osszetételeket, melyekben a mésodik derivalt
el6je megvaltozik:

(dzAm”"G(z) 0

)
dz T =UY1,Y2

Az yy és yo Osszetételd pontok kozott az (1.72) feltétel minden pontban teljestil.
Ebben a tartoméanyban a folyadékelegy lokalisan instabil. Az x! és x!! 6sszetételt
pontok kozott a folyadékelegy globalisan instabil. Az x! és y; illetve az z! és
12 pontok kozott lokalisan stabil, de globalisan instabil. A lokalisan stabil, de
globalisan instabil sszetételd pontokat metastabil pontoknak nevezziik.

A latszat ellenére az ! és 2! Ssszetételti pontok nem azonosak a A™*G (z)

fiiggvény ¢ és g2 minimumhelyeivel, vagyis ahol

(dAm”G(x)> _0
dz T=q1,q

I &s T pontokhoz huzott kozos

mivel a minimumhely érintje vizszintes, mig az x
érint6 altaldban nem.

Ha az z! 1T ssszetételd homogén fazisok énmagukban stabilak és egymés-
sal egyensiilyban vannak, akkor komponensenként azonos a kémiai potencial, amit
az érinté metsz ki a megfelels tengelybdl, ezért kozos az érint6. A kémiai po-
tencidlok azonossaga, vagyis a k6z0s érinté sziikséges, de nem elégséges
feltétele a fazisegyensiilynak. Ha a A™*G(z) fiiggvénynek haromnal tSbb lo-
kalis szélsGértéke van, akkor tobb olyan kozos érintdt is behuzhatunk (részoptimalis
megoldasok), melyek értéke a z pontban nagyobb, mint a minimum, melyet az !
és x!! pontokhoz hiizott kozos érinté @ = z pontja ad meg. A kémiai potencialok
azonossagat az v1 = z és 2! = 2 pontokhoz (vagyis azonos sszetételti pontokhoz)
htzott kozos érinté is kielégiti, ez az un. trivialis megoldas. Minden részop-
timéalis megoldas a maga kornyezetében lokélisan optimélis. A stabilitdsi feladat
megoldéasahoz a globalis minimumot kell megkeresni.

és

Osszes lokalis szélsGértékének és inflexios pontjanak felderitésével, majd a megfelel
tartomanyon a kozos érint6k megkeresésével és kiértékelésével megoldhato. Tobb-
komponenst elegyek esetében azonban nem egyetlen z moltort a fliggetlen valtozo,
a tartoméany gyakorlatban értelmes idG alatt nem jarhato be, nem keresheté meg az
Osszes lokalis szélsGérték és inflexios pont, valamint a tobbértéki fliiggvények egyéb
jellemz§ pontjai és vonalai.

A tobbvaltozos globalis minimumkeresés tetszéleges alaku folytonos fiiggvény
esetére egészen a legutobbi iddkig (napjainkig) matematikailag megoldatlan volt.
Egyes konkrét modell-alakokhoz kiilon-kiilon kell (kellett) kidolgozni azokat a kon-
vex kozelitéseket, melyek felhasznalasaval hosszadalmas keresés utan garantalhatéd
a globalis optimum megtalalasa.
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Ha az alkalmazott modellhez ilyen médszert még nem dolgoztak ki, vagy ha a
keresés megengedhetetleniil hosszadalmas, akkor a gyakorlatban bevalt olyan mod-
szereket lehet alkalmazni, melyek nem garantaljak ugyan a globalis minimum meg-
taldlasat, de jo eséllyel mégis hasznalhatok. Ilyen pl. az LL Algoritmus utan irt
megjegyzés az egyensulyi szétvalas tulbecslésérsl.

Para-folyadék fazisegyensiilyok esetében a feladat annyiban bonyolédik, hogy
esetleg a kialakulo fazisokat jellegiiktdl fiiggGen eltéré modellel irjuk le, vagyis nem
egyetlen A™*G (z) fiiggvényt alkalmazunk, hanem két ilyen fiiggvény kozds érinté-
jét keressiik. Altalaban nem csak két, hanem harom vagy négy fazis is eléfordulhat,
és nem tudhato eldre az egyes fazisok varhato Osszetétele.

Ujabban az intervallum-aritmetika kifejlsdésével lehetGvé valt nemlinearis egyen-
letek Osszes gyokének megkeresése (pl. az tn. intervallum-Newton iteracioval), és
lehetéve valt altalanos alaka célfiiggvény és korlatok mellett a globalis optimum he-
lyének megbizhaté numerikus keresése is. A fazisegyensiilyi feladatok szamitasaban
e mobdszerek felhasznaldsa, az aktualisan mtikods algoritmusok kutatasa egészen 1j
fejlemény.

1.11. Elleno6rzd kérdések

1. Mi a fugacitas?
2. Sorolja {6l a legismertebb allapotegyenleteket! Milyen fajtai vannak?

3. Adott hofok és nyomas és tiszta anyag esetében a fazisegyensily ellendr-
zéséhez milyen termodinamikai adatokkal szamithatjuk azokat a fugacitési
egyiitthatokat, melyeket Gssze kell hasonlitani?

4. Hogyan fejezhet6 ki a parcialis fugacitéas allapotegyenletbdl szamitott adattal?
Hogyan fejezhetd ki elegyitési tobblet modellbél szamitott adattal?

Mire val6é a Poynting—korrekci6? Mikor hanyagolhato el?
Mik azok az elegyitési modellek, és mik a keverési modellek?

Mi a kiilonbség a racsmodell és a cellas modell kozott?

® N o o«

Sorolja fol a legismertebb, ill. leginkabb alkalmazott aktivitasi egyiitthato
modelleket!

9. Mit neveziink moédositott Raoult—Dalton torvénynek?

10. Vazolja le a legegyszertibb buborékpontszamité algoritmust adott nyomaés és
folyadékosszetétel esetén, ha a folyadék nemidealitasat aktivitasi egyiitthato
modellel irjuk le, a para fazis nemidealitasat pedig elhanyagoljuk!

11. Hogyan mukddik az izoterm—izobar flash szamitas? Hogyan mikddik az izo-
term folyadék—folyadék megoszlas szamitasa? Hogyan miikodik a legegysze-
riibb haromfazist buborékpont—szamités?
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12. Mi a teriiletintegral—ellendrzés?

13. Milyen mérésekre illesztett adatok alapjan szamithatunk 3-komponensd és
4-komponensti para—folyadék egyensilyokat? Es folyadék—folyadék egyensi-
lyokat?
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2. fejezet

Bonyolult egységek és osszetett
folyamatok

2.1. Tervezési és iteracios valtozok kijelolése

2.1.1. Tervezési valtozok

Gyakran el6fordul, s6t, tipikus eset, hogy egy miiveleti egység modelljében t6bb
valtozo szerepel, mint ahany fiiggetlen korlatozo Gsszefiiggés adott a valtozokra. A
korlatozo osszefliggések kozé nem csak a fizikai modellt, hanem az egyes valtozok
értékére vagy tobb valtozo viszonyara vonatkozd miiveleti elSirasokat ("specifikaci-
okat") is beleértjiik. Péld4ul ha el6irjuk, hogy a nyomas értéke 5bar legyen, akkor
egy p = 5 egyenldséget adunk meg. Jeloljiik a valtozok szamat V-vel, a fliggetlen
egyenletek szamat E-vel, akkor a miveleti egységet leir6 modell szabadsdgi foka
definicié szerint:
F=V-FE

Az egyenletrendszer megoldésa altalaban akkor egyértelmi, ha F = 0. Ha F > 0,
akkor még tovabbi F' szamu valtozonak is értéket kell adnunk. Ezek az tn. tervezési
valtozok.

Példaul az alabbiakban megadjuk egy termékaram elSirt lehtitésére szolgald
folyadék-folyadék hécseréls (2.1 abra) allandosult allapotanak egyszertisitett mo-
delljét.

Valtozok:
1. (B a hd&cseréls tipusa
2. @ hoételjesitmény
3. A hgsatado feliilet
4. k h&atbocsatasi tényezd
5. Wi Dbelép6 hidegaram tomegarama

87
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10.
11.
12.
13.
14.
15.

2. Bonyolult egységek és Osszetett folyamatok

2.1. abra. Hdcseréls kapcsolatai

Wy kiléps hidegaram tomegarama
W3 belép6 melegaram tomegarama
Wy kiléps melegaram tomegarama
t1  belép6 hidegdram hémeérséklete
to  kilépd hidegaram hémérséklete
t3 beléps melegaram hémeérséklete
ty  kiléps melegaram hémeérséklete
Aty;, logaritmikus atlag-héfokkiilonbség
¢m  melegaram fajhdje
cp,  hidegaram fajhdje

Egyszertsitett modell-egyenletek:

1.
2.

N ot w

Q = kAAL,
Aty = (t1 — t41— (22 —t3)
1— 1ty
In
ty — 13
Wy =Wy
Wiz =W,

Q = Wicny(t1 —t2)
Q = Waen(ts — t3)
k= k(WlaW27W37W47t17t21t3at47ﬁ)

FEI6 van irva a kévetkezd valtozok értéke:

8.
9.

10.
11.
12.

Wi=...

t=...
to=...
t3=...

Cm = ...
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13. Ch = ...

A 7 modell-egyenlet és 6 specifikacio egyiitt 13 korlatozo Osszefiiggést ad, vagyis
E =13. A véltozok szama V = 15, tehat a feladat szabadsagi foka F' = 15—13 = 2.
A nem specifikalt valtozok koziil kettot a tervezonek kell megadnia. Ilyen tervezési
valtozo elvben barmelyik ketts lehet a nem-specifikalt 3, Q, A, k, Wy, W3, Wy, t4,
Aty, valtozok kozil.

A tervezési valtozok terhére lehet a miveleti egységet (valamilyen cél szerint)
optimalizélni.

Ha nem-folytonos valtozo is van, akkor célszert azt tervezési valtozonak vélasz-
tani, hiszen nem kaphatjuk meg valamilyen szamitas eredményeként. A példaban
ilyen valtozé a 3 tipus, ami lehet cs6-a-cs6ben hicseréls, lemezes hGcseréls, cs6ko-
teges h@cseréls, utobbi esetben egy, két, vagy négyjarati, tszofejes vagy hajlitott
csoves, stb.

Ha (-t kijeloltiik tervezési valtozonak, akkor még mindig marad egy kijellends.
Egyaltalan nem mindegy, melyiket jeloljiik. Ha valasztasunk az W3 hiit6viz tome-
garamra esik, akkor a hGcseréls kénnyen tervezhets, mert minden tovabbi ismeret-
len valtozot egyetlen egyenletbdl szamithatunk, ha megfelel6 sorrendben szamitjuk
6ket. Az alkalmas sorrendet mutatja a 2.2. abra. Ha ellenben az A feliiletet
valasztjuk, akkor csak Ws és @ szamithato egyszeriien, a tobbi ismeretlent egy &t-
valtozos egyenletrendszer szimultan megoldasaval kell meghatarozni (2.3. abra).

fo (@) fo [t £ |>u)
oA (e

f3 Wo

D

2.2. abra. A hd&cseréls ciklusmentes tervezése 3 és Wi tervezési valtozokkal

Itt azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogyan lehet célszertien kivalasztani a terve-
zési valtozokat.

2.1.2. Tervezési valtozok kivalasztasa és ciklusmentes szami-
tasi sorrend kijelolése

Ha minden véltoz6 minden egyenletben el6fordul, akkor a valasztastol fliggetlentil
egy E-valtozos egyenletrendszert kell szimultdn megoldani. Az ennél egyszeriibb
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fr

®
@) )
A | 0

2.3. abra. A hdcseréls tervezése 3 és A tervezési valtozokkal

megoldasokat az teszi lehetévé, hogy nem minden valtozo fordul el6 minden egyen-
letben. Példaul vizsgaljuk meg az alabbi egyenletrendszert (V =8, E =4, F = 4):

X1, I2, Zs3
€3, Ty, Ts5

Ja(
Ja(
f3( Ty, Ty, Tg
fa(

O O OO
—
[\
—
S~—

— — — —

T2, T7, X8

2.4. abra. A (2.1) egyenletrendszer paros grafja

A valtozok és az egyenletek pdrosithatok, aszerint, hogy a valtozo eléfordul-e
az egyenletben. Ezt a péarositast vagy paros gréaffal (2.4. abra), vagy az 6t repre-
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zentalo (2.2) el6forduldsi matrix-szal (vagy megjelenési matrix-szal) jelolhetjiik.

T ) I3 Ty Ts Tg Ty xTs
Al 111

fa 111 (2.2)
f3 11111
fa 1 1|1

Ha az el6fordulasi méatrix eléggé "iires", akkor érdemes ciklusmentes szamitasi
sorrendet, és az annak megfelels tervezési valtozok kijelolését keresni. Ehhez megke-
resiink egy olyan valtozot, amely csak egyetlen egyenlethez tartozik. Ezt a valtozot
ki lehet fejezni ebbdl az egyetlen egyenletbdl. Ilyen példaul z; a mi esetiinkben. Eh-
hez az egyenlet t6bbi valtozojat ismerniink kell. A graf éleit megfelelGen iranyitjuk
(2.5. abra).

2.5. abra. Az els6 egyenlet és valtozo kijelolése

A hozzéarendelési matrixban ennek az felel meg, hogy olyan valtozot keresiink,
melynek oszlopdban egyetlen "1" (azaz "igen") bejegyzés talalhato ((2.3)).

I Iy I T2 I3 T4 Is5 Te g T

Al ]|z

T 1 1 1 (2.3)
f3 1 1 1
fa 1 1] 1

Ezutan toroljik a kijelolt valtozot és a kijelolt egyenletet ((2.4) és 2.6. abra).
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LAAT

2.6. abra. Az elsG egyenlet és valtozo torlése utan maradd graf

1.
0 L2 T3 Ty T5 Tg T7 s
L/ 7 N . W W W W
fa | 1 1 1
fs | 1/ 1 1 1
fo | )| 1 1 1

(2.4)

A megmaradt grafon vagy a megmaradt matrixon megismételjiik az el6zs lépést
((2.5) és 2.7. abra):

2.7. abra. A maéasodik lépés

1. 2.
)|l | e | wa | ws | me | @ | s
L\ LR L i iy
fa | W/ 1 1 1
fs | 1 1 1
2 | ]| 1|1
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A tovabbiakban addig ismételjiik e lépéseket, mig az Osszes egyenletet nem
toroltik:

OO

2.8. abra. A harmadik lépés

1. 2. 3.
JT | [ [e] | @2 | @5 | @6 | @7 | s
SV RN A A A AN A
s 1L | 1|1

fs | il | il 1 1 1
C2S N . N W

2.9. abra. A negyedik lépés

1. 2. 3. 4.
gl oms s fra) | @ | we | @ | s
RN R R R
O R . 7 . N N W
El R 1 1
A N N N N W W R W

Sl R
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Az eljaras végén megmarado valtozokat egyik egyenletbdl sem szamitjuk, tehét
azokat valasztjuk tervezési valtozoknak: x5, xg, T7, rs. Az egyenletek és a bels-
liikk szamitandé valtozok kivalasztasanak sorrendje alapjan felirhatjuk az alkalmas
szamitasi sorrendet is, ezt mutatja a 2.10. abra.

\

f2

Gt N

2.10. abra. A kijelolt ciklusmentes szamitési sorrend

Az egyes lépésekben mindig a legelsd olyan valtozot valasztottuk ki, ami éppen
1 egyenlethez csatlakozott. Ha t6bb ilyen valtozo van, tobbféleképpen vélasztha-
tunk, ennek megfelelGen tobb alkalmas tervezési valtozd halmaz és tobb alkalmas
szamitasi sorrend is létezhet.

Elsfordulhat, hogy valamelyik 1épésben nem talalunk olyan valtozot, ami ép-
pen 1 egyenlethez tartozik. Ekkor vissza kell 1épni, és egy korabbi 1épésben mas,
ugyancsak 1 egyenlethez tartozé valtozot kell kivalasztani, mert lehet, hogy azzal
a valasztassal ciklusmentes szamitasi sorrend érhetd el.

2.1.3. Tervezési és iteracids valtozok kivalasztasa

Elsfordul, hogy ciklusmentes szdmitasi sorrendet nem lehet meghatarozni, mert az
el6z6 fejezetben leirt algoritmusban mindig eljutunk egy olyan allapothoz, amiben
nincs alkalmasan valaszthato valtozo. Ha minden valtozo legalabb 1+ k (k > 0)
egyenlethez csatlakozik, és k kicsi szam (lényegesen kisebb, mint ahany egyenlet
van), akkor érdemes olyan szamitasi sorrendet keresni, amiben egyidejiileg csak 1
egyenletet kell megoldani, viszont a teljes egyenletrendszert k valtozo becslésével
és felajitasaval oldjuk meg.

Legyen a valtozok szama V', az egyenletek (megkotések) szama F, vagyis a sza-
badségi fok I' = V —FE. Akkor nem csak F' tervezési valtozot, hanem még k iteracios
valtozot is ki kell jelolni. Ennek alkalmas ttja, hogy elészor elhagyunk k egyenletet,
ehhez ciklusmentes szamitasi sorrendet és F + k tervezési valtozot jelliink ki, majd
az elhagyott egyenleteket figyelembe az igy kapott tervezési valtozokbol jeloliink ki
k iteracios valtozot.
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Példaul vizsgéaljuk meg az alabbi el6fordulasi méatrixszal jellemzett feladatot:

T T2 T3 T4 xIs Te
il 1] 1
f [ 1 1| 1
B T [ 1111
fa I [ 1 [1

Itt V=6, E =4, F = 2. Ciklusmentes szamitasi sorrend nem hatarozhat6 meg, és
minden véltozd legalabb 2 egyenlethez tartozik, vagyis k = 1. Ennek megfelelGen
elhagyunk egy egyenletet, példaul a legels6t:

Iy ) I3 Ty Is Tg
| 1 1] 1
s T 11 ]1]1
fa 1] 1 1

Egy ciklusmentes szamitasi sorrendet mutat a 2.11. &abra az x3, x5 és xg

tervezési valtozokkal.
()

5 ()

2.11. abra. Ciklusmentes szamitasi sorrend f; nélkiil

Figyelembe kell venni azonban az ideiglenesen elhagyott fi egyenletet is. Ennek
kapcsolatait a 2.12. abra mutatja.

Lathato, hogy f1 mindkét valtozoja bemend valtozo, és egyiket sem szamitjuk
f1-b8l. Ezért a (talalomra kivalasztott) egyik valtozo kapcsolatat visszafelé ira-
nyitjuk. Ekkor viszont a szomszédos egyenletnek nincs kimeng valtozoja, és annak
egy masik valtozojat irdnyitjuk vissza, stb. Ezt az iranyitasvaltast addig gorgetjiik,
mig egy tervezési valtozohoz nem ériink. Egy ilyen allapotot mutat a 2.13. abra.
Az x5 valtozot jeloltiik ki felajitando ("iteracios") valtozova, mig x5 és xe tervezési
valtozok maradtak.
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5 f3 2

A ORONE

f2 1

5

5

2.12. abra. Ciklusmentes szdmitasi sorrend f; kapcsolataival

(9

L5

&

fo

Ja T4 T3 h

2.13. abra. Iteracios szamitasi sorrend az iranyok megforditasaval

2.2. Szétvalaszté oszlopok allandésult allapota

A folyékony fazist tartalmazo, fazisegyensulyi megoszlason alapuld tobbfokozatta
ellendramu szétvalaszto eljarasok, elsGsorban a rektifikdlas (dusitas és/vagy kifor-
ralas), abszorpcio, deszorpcio és extrakcio allandosult allapotanak modelljei olyan
bonyolultak és nagymeéretiiek, hogy érdemes kiilon foglalkozni veliik.

A tovabbiakban csak az tn. tanyéros (v. téalcas) modellekkel foglalkozunk, az
anyagatadason alapul6 un. "nemegyensilyi" modellek, melyek a komponenstransz-
port differencidlegyenleteit alkalmazzak, mas kezelésmodot igényelnek. (A tanyéros
modellek is lehetnek "nemegyensilyi" modellek, amennyiben nemegyensulyi foko-
zatokat is kezelnek, azonban ezek akkor is az egyensilyi modellbél indulnak el, és
az attol valo eltérést valamilyen hatésfokkal fejezik ki.)
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2.2.1. Szétvalaszto oszlopok allandoésult allapoti modelljei

Az akar elméleti (egyensilyi), akar gyakorlati (hatéasfokot is figyelembe vevs) mo-
dellek kozponti fogalma az egyensilyi vagy gyakorlati fokozat, amit egyszertien
tanyér-nak is neveziink. A tovabbiakban, hacsak mésként nem emlitjiik, mindig
elméleti tanyérra gondolunk. Az elméleti tanyérrol felszallo konnyt fazis (pl. para)
termodinamikai egyensulyban van a rola lecsurgo folyadékkal.

Az egyszeri esetekben egy tanyéron csak két fazis tart egyensulyt. Egyetlen
ilyen tanyér kapcsolatait és adatait mutatja a 2.14. abra.

V,
J Ly
Sj
<1
yj, H;
Fi, R, , Qj
= j. fokozat T, pj <——
wg, hj
Sj
=
Vit L;

2.14. abra. Kétfazisu szétvalaszto fokozat adatai

A modellezéskor a tanyérokat altalaban folilrsl lefelé szamozzuk (mig az ipar-
ban gyakorlati okok miatt alulrol folfelé szoktak szamozni). A j. tanyér nyomaéasa
pj, hémérséklete Tj, a rola lecsorgo nehéz fazis (folyadék) molaris arama L; + s;,
moltértvektora x;, a folfelé tavozo konnyt fazis (gaz, para, vagy konnyd folyadék-
fazis) moldris arama V; +S;, moltortvektora y,. A tanyérrol lecsorgd aram fajlagos
(molaris) entalpiaja hj, a rola felszallo aram fajlagos (moléris) entalpidja H;. A
tanyérrol tavozo folyadék egy részét s; nehézfazis oldaltermék-ként elvehetjiik, igy
a kovetkezé tényérra vagy az oszlop fenekébe mar csak L; aram jut. Ugyanigy
lehetséges a konnyt fazisbol is S; konnytifazis oldaltermék-et elvenni, ami utén a
folottes tanyérra vagy az oszlop fejébe mar csak V; aram jut.

A j. tanyérra folilrsl lecsurog az el6z6 tanyérrol vagy az oszlop fejébdl Lj_q
folyadékaram, és folszall az alatta levs tanyérrol vagy a forralobol V;; kénnytifazis
aram, a megfelels Osszetételekkel és entalpiakkal.

Barmely j. tdnyérra érkezhet F); taparam, melynek Osszetétel-vektora z;. A
taparam hémérséklete és nyomasa az allandésult allapot modellezése szempontjabol
csak annyiban érdekes, amennyiben ezek szerencsés esetben az Gsszetétellel egyiitt
meghatarozzék az aram fajlagos entalpiajat. Ezért a tap héfoka és nyoméasa helyett
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egyszertien annak H; fajlagos entalpiajat adjuk meg.

A tanyérra a bejovs dramokkal hozott entalpiat kiegészitheti a tanyér Q; fiitése.
(Negativ @ érték a tanyér hitését jelenti.)

Ha az oszlopban C' komponens aramlik, akkor e modellben barmely tanyért
3C + 9 skalar valtozo ir le. (A folilrsl és alulrol érkezs aramok adatai nem a j.,
hanem a j — 1. és a j + 1. tanyér adatai.)

Az allandosult allapot modellje 4 £6 egyenletcsoportbol (az in MESH-egyenle-
tekbdl) és tovabbi, un. kiegészitG egyenletcsoportokbdl all. Ezek N fokozat esetén
a kovetkezsk:

MESH-egyenletek. A tanyéronként felirt komponens- (anyag-) mérlegek, egyen-
salyi Osszefiiggések, moltortosszegzések és entalpiamérlegek angol kezd@betiiibsl
képzédik a "MESH" bettiszo.

("M"): A tanyéronkénti komponensmeérlegek

Lj1zij—1+ VitaYij+1 + Fizij
(2.6)
—(Lj+sj)mi,j—(Vj+Sj)yi,j =0 (iz 1...C; j=1...N)

amiket az oszlop végein (j = 1 és j = N) megfelelGen modositani kell, ha nincs 0.
aram és/vagy nincs N + 1. dram.

("E"): Az egyensulyi Osszefliggések jelzés-szerti felirasa a K ; egyensiulyi aranyok-
kal

("S"): A moltort-Osszegzési (szummazasi) egyenletek mindkét fazisra (azaz Sy és
Sy egyenletek)

c

—“1+) ;=0 (j=1...N) (2.8)
=1
C

14 yi;=0 (j=1...N) (2.9)
=1

("H"): A tanyéronkénti entalpiamérlegek
Liahj 1+ Vi Hj + FiH; + Q)

(2.10)
—(Lj+s)hj —(V; +5;)H; =0 (j=1...N)
Teljes anyagmérleg. Tanyéronkénti teljes anyagmeérleg is felirhato:
Lj,1+VJ‘+1+FJ‘—(LJ'+SJ‘)—(VJ‘+SJ‘):O (]ZlN) (2.11)

azonban ez mar nem fliggetlen az eddigiektl. Ha ezt hasznaljuk, akkor vagy az Sy,
vagy az Sy egyenleteket, vagy az egyik komponensre vonatkozoé M egyenleteket el
kell hagyni.
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Kiegészits egyenletek. Ezek elsGsorban a K; ; egyenstlyi ardnyokat adjdk meg
a nyomas, a hémeérséklet, és az Osszetételek fliggvényében, az 1. fejezet szerint,

KZJ:K(T],pJ,a:j,y],Z) (Z:].C, j:].N) (212)

és az egyensulyi fazisok entalpiait szolgaltatjak:
hj:h(ijpj7wj) (j=1...N) (2.13)
Hj = H(T},pj,y;) (=1...N) (2.14)

Megadhatok azonban tovabbi egyenletek is.

A tanyéronkénti viltozok szama a K ; egyensilyi ardnyokkal egyiitt 4C + 9,
Osszesen tehat N(4C + 9), az egyenletek szama pedig N(3C + 5), tehat az egyen-
letrendszer szabadsagi foka N(C + 4).

Ha nem adunk meg Osszefiiggést a tanyéronkénti nyomaésesés fliggésére az oszlop
aramaitol (mint ahogy a most felirt egyenletek kozott sem szerepel ilyen), akkor
régziteni kell az egyes tanyérok p; nyomésat (N adat). Altalaban ismert az 6sz-
szes F; taparam, azok z; Osszetétele és H; entalpidja, ami egyiitt N(C' + 2) adat.
Tovabbi tervezési adatok az egyes Q; fiitések (N adat). Ezek az adatok egytitt
N(C + 4) megkoteést jelentenek. Ezeket is figyelembe véve az egyenletrendszer ma-
radék szabadségi foka 0, vagyis az egyenletrendszer (szerencsés esetben) hatarozott.

A gyakorlatban altalaban csak 1 vagy csak néhany taparam, és 0 vagy csak
néhany kozbenss fiités-hiités szerepel. Az oszlop végein a kondenzatorban elvont
hét és/vagy a forraloban kozolt hét desztillacio esetében legtobbszor anyagmeny-
nyiségekkel és ardnyokkal, pl. a desztillatumarammal (D) és a refluxarannyal (R)
adjuk meg. Az egyenletek ekkor megfeleléen modosulnak.

Az egyes szamitasi modszerek kiilonféleképpen irjak elé a valtozok felosztasat
tervezési és szamitott valtozokra, és az egyenletek konkrét alakja is moédosul ennek
megfelelGen.

Elsfordulhat, hogy egy-egy tanyéron harom fazis egyensilya alakul ki, pl. ha
azeotrop desztillacio esetén két egyensulyi folyadékfazis képzédik. Ekkor a tanyér-
modellt és az egyenletrendszert is megfelelen modositani kell.

2.2.2. Tridiagonalis egyiitthatématrixi linearis részrendsze-
rek

A (2.6) M egyenletek a moltortekben és a (2.10) H egyenletek az anyagéaramokban
olyan linearis egyenletrendszereket alkotnak, melyek egyenleteiben mindig legfol-
jebb 3 szomszédos tanyér vonatkozo ismeretlenjei szerepelnek. A j. egyenletben
szerepelnek a j — 1., j. és a j + 1. tanyér adatai. A nemlinearis egyenletek ideig-
lenes linearizalasakor is ilyen tridiagonéalis egyiitthatémaéatrixt egyenletrendszerhez
jutunk.
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Ez azért érdekes, mert ezeket a rész-egyenletrendszereket kénnyen és gyorsan

megoldhatjuk. Jeldljiik az egyenletrendszert az alabbi moédon:

_bl C1 i [ Z1 ] i dq
az by co X2 da
llj bj Cj X :le = dj

an—1 bn_1cn_ TN-1 dn-1

i ay by | | TN | | dn |

akkor az egyenletrendszer a Gauss-féle kikiiszobolési eljarassal bidiagonalis alakuva

transzformalhato:
1o X1 uy
1 g2 T2 Us
9j X Z g = Usj
1 gno1 TN-1 UN—1
L 1 1 L N | L unN |

Ez utobbi egyenletrendszerbdl viszont azonnal kifejezhetSk az x; ismeretlenek. A
megoldashoz helyet kell foglalni a g; és az u; segédvaltozoknak, majd ezeket, illetve
végiil az x; ismeretleneket az alabbi sorrendben kozvetleniil kiszdmithatjuk:

g1 = by
dy
U = —
1 by
Cj .
gi (j=2,...,N-1)
T by —ajg5-1
dj—ajuj,l .
u; = (j=2,...,N)
T by —ajgi
IN = UN
SUj:Ujfgj.’KjJrl (]:Nfl, ,1)

2.2.3. Kezdeti becslések

Akéarmilyen eljarast hasznaljuk is, az ismeretlen valtozok értékét becsiilni kell a
szamitas elkeriiléséhez. Sokszor nincs el6zetes ismeretiink e valtozok valdszind ér-
tékeirdl, és ekkor is el kell kezdeni a fokozatos kozelits szamitast valamilyen kezdeti
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értékrsl. Ilyenkor az alabbi egyszertisits feltételezésekkel élhetiink, melyeket desz-
tillalas esetére adunk meg. Abszorpcid, deszorpcié és extrakcid esetében analog
eljaras alkalmazhato.

Hémérséklet. A kivant termékosszetételek ismeretében becsiilhet6k az oszlop
végein és az oldalmerkéknél is a forrdspontok (vagy para termék esetén a harmat-
pontok), majd legegyszertibben oszlopszakaszonként linearis héfokprofilt becsiilhe-
tiink.

Megoszlasi hanyadosok. Ha sziikség van a egyensulyi "allandok" becslésére,
akkor azokat csak a hémérséklet fiiggvényének tekintjiik (ideélis elegy kozelités),
vagy csak (szakaszonként) allando relativ illékonysagot adunk meg.

Osszetételek. A termék-tisztasagi elSirasok miatt altalaban ismerjitk a f6bb
komponensek varhato moltortjeit a termék-aramokban. A téplalasi tanyérokon
az Osszetétel a tapoOsszetétel kozelében varhato, az egyes oszlopszakaszokban pe-
dig legegyszertibben a tanyérszam fiiggvényében linearis sszetétel-profilt becsiilhe-
tliink. Ha ezek a becslések — mint legtobbszor — a folyadékosszetételre vonatkoznak,
és a paramoltorteket is becsiilni kell (desztillalas esetén), akkor legegyszertibb az
o; = oy, allando relativ illékonysagok hasznalata:

O,

Yij = =0
D k1 QT

Er6sen nemidealis folyadékelegy esetében szakaszonként allando relativ illékonysa-
gokkal lehet szamolni.

Bels6é anyagaramok. Desztilldlas esetében altaldban tervezési valtozoé a desz-
tillatum D molarama és az R refluxarany, ahonnan meghatérozhaték az oszlop
fejében kialakulé aramok:

Lo =RD

Vi=(R+1)D

A tObbi anyagaram az dllandé molaris tulfolyas feltételezésével becsiilhets, a mo-
laramokat oszlopszakaszonként allandénak tekintve:

Lj=Lj1+q;F;—s; (J=2,...N)
Vin=Lj+sj+V;+ 5 —Lja—F (=1...N-1)

ahol ¢; a j. tdparam becsiilt folyadékhényada a taplalasi tanyér hémérsékletén és
nyomasan. Ez a folyadékhanyad nullanal kisebb vagy 1-nél nagyobb is lehet, ha
a taplalasi entalpia ismeretében becsiilt allapot tulhevitett para vagy forrpont ala
hiitott folyadék, mert ez a belsé aramok elforralasaval vagy visszakondenzalasaval
jar egyiitt.
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2.2.4. Szimultan (globalis) szamitasi eljarasok

Az tgynevezett szimultdn vagy globalis szamitasi eljarasok a szekvencialis (dekom-
pozicios) eljarasokkal szembeallitva kaptak osszefoglald neviiket. Ko6zos benniik,
hogy az egyenletrendszert fokozatos linearizélassal, Newton-eljarassal oldjak meg,
vagyis valoban, a teljes egyenletrendszert "egyidejtileg" kezelik. Azért tettiik mégis
zardjelbe az "egyidejileg" ("szimultan") szot, mert a hatékonysag novelése céljabol
kihasznéljék az egyenletek specialis alakjat.

Ha megadjuk azokat a tervezési valtozokat vagy az azokra vonatkozo, egyenléség-
tipust megkotéseket, amiket a 2.2.1. alfejezetben ismertettiink, akkor is még isme-
retlen és meghatéarozando6 a T}, L;, V;, hj, Hj, x; j, vi j, K ; (i=1,2, ..., C) (j=1,
2, ..., N) valtozok értéke, azaz N (3C'+5) valtozo, vagyis épp annyi, ahdny egyenlet
van. Ez nagyon nagy szam lehet. Példaul C' = 5 és N = 70 esetében (ami szok-
vanyos, mérsékelt méreti szamitasi feladat) ez egy 1400-valtozos egyenletrendszert
jelent. Ennek mérete jelentGsen csOkkenthets, ha a kiegészits egyenleteket fiigg-
vényeknek tekintjiik, és a MESH egyenletekbe helyettesitjik. Ekkor a fiiggetlen
valtozok szama N (2C + 3)-ra csokken (z; ;, Yi,j, Ty, Lj, V;).

Még ez is nagyon nagy méret, példankban 910x910. Még ha a Jacobi-matrix ele-
meinek tilnyomd tébbsége nulla is, nagyon sok parcialis derivaltat kell igy felhasz-
nalni, melyek tobbsége nagyon nehezen és csak nagy bizonytalansaggal szamithato.
Példaul az egyensulyi hémérséklet Osszetételfiiggése nem explicit fiiggvényként is-
mert, hanem a hoéfokot az 1. fejezet buborék- vagy harmatpontszamito rutinjaival
allitjuk els, raadasul bonyolult fugacitasi és aktivitéasi egyiitthaté modellek felhasz-
nalasaval.

A szamitasigény csokkenthets egyes valtozocsoportok kifejezésével és behelyet-
tesitésével, ami csokkenti a fliggetlen valtozok szamat. Tovabbi kénnyitést jelent-
het, ha a sok parcidlis derivalt szamitdsanak elkeriiléséhez bizonyos (ideiglenes)
elhanyagolasokat alkalmazunk, melyek kovetkeztében az egyes Newton-1épésekben
nem a valodi Jacobi-matrixszal szamolunk. Példaul az egyensulyi arany

o = Yii (g 25)i gy (1)
VA
Dj

héfok szerinti parcialis derivaltjanak szdmitasanal elhanyagoljuk ; ; héfokfiiggését,
vagyis

OKiy _ iyaisj ( dp? )
IT; pj \dTj /),

Ugyancsak konnyitést jelenthet, ha a Newton-iterdci6 nem minden lépésében
szamitjuk djra a Jacobi-matrixot, hanem azt tobb, egymast kovetd 1épésben vélto-
zatlan értékkel hasznaljuk fol.

A két legismertebb eljarasnak is csak a véazlatat ismertetjiik.
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Naphtaly-Sandholm-féle szamitas

Ez a legaltalanosabb, és legszélesebb korben hasznalhato eljaras (elGszor Naph-
taly és Sandholm ismertette 1971-ben). Nagy szamitasigényt, sikere erdsen fiigg a
kezdeti becsléstsl, viszont a megoldas kozelében gyorsan konvergal.

A modszer a moltortek helyett fliggetlen valtozoknak tekinti az

lij = Ljwi
vij = Vilij

folyadék- és para-komponensaramokat, a moltort-dsszegzs Sk, Sy egyenletek helyett
pedig az

és az
li
»J
Ti 3 = —
3] L_]
Vi = Ui,j
ij = 5.
Vj

kifejezéseket a tobbi egyenletbe helyettesitve csokkenti a feladat méretét. Ezzel az
M, E és H egyenletek alakja:

5 S;
Lij—1 4 vij1 + Fyzi g <1 + chd lw) li ; (1 + 2521 Uk,j> v, =0 (M; ;)
C C
'Ui,jzlle —Ki’jli,ijk,j =0 (Ei’j>
k=1 k=1
C C C C
iy Lot Hin Yy viga+HF+Q—hy <5j + lm’) —H, <Sj + Um‘)
i=1 i=1 i=1 =1

(H;)

Ha a kiegészits egyenletekkel szdmolandé K; ;, h; és H; valtozokat a megfelels

fiiggvényekkel helyettesitjiik, akkor csak a fenti N(2C'+1) egyenletet kell megoldani

ugyanennyi fiiggetlen valtozéval, melyek: I; ;, v;; és Tj. A derivaltak szama igy

is nagyon nagy, benne az entalpiafiiggvények és az egyensulyi aranyok derivaltjai-

val, a lancszabaly szerint, vagyis a moltortek és a hémérséklet szerinti derivalasok
tovabbra is sziikségesek.
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A modszer tovabb egyszertisithets alland6 molaris tulfolyas (pontosabban al-
lando L; és V;) feltételezésével, amivel a v; valtozok is kikiiszobolhetsk. Ezzel
a Jacobi-matrix tridiagonélis hipermatrix-sza alakul, ami viszonylag konnyen ke-
zelhets. Az allandd molaris tulfolyas sokszor jo kozelités, még erésen nemideélis
elegyek esetében is.

Ishi-Otto-féle szamitas

Az elszor (1973)-ban Ishi és Otto altal kzolt eljaras az x; ;, T; és a V; valtozokat
tekinti fiiggetlennek. A péara-moltorteket a (2.7)-beli egyenstlyi aranyokkal veszi
figyelembe, a folyadékaramokat pedig a teljes anyegmeérleggel fejezi ki:

J
Lj:‘/3+1—V1+Z(Fk_5k_Sk) (*)
k=1

majd az M, S és H egyenletek (2.6), (2.8) és (2.10) alakjaba helyettesiti a (2.7) és
(*) kifejezéseket. Ezzel a fiiggetlen valtozok szama N (C + 2)-re csokken.

A K; ; egyensulyi aranyoknak csak a T héfok és x; ; azonos komponens szerinti
parcidlis deriviltjait, a h; és a H; entalpidknak pedig csak a T} héfok szerinti
parcialis derivaltjait szamitja, a tobbi parcialis derivaltat elhanyagolja. Az igy
kapott kozelité Jacobi-métrix specidlis alaki. A Newton-lépés Ax; j, AT és AVj
eltérésekre felirt linearis egyenletrendszerében szerepelnek a legutolsd kozelitése
M 4, S; és H; maradékai is, ezek koziil a S; maradékokra felirt egyenletcsoport
alakja a legegyszertibb:

C
Z AJEZ‘,]‘ = —Sj
i=1

A komponensmeérlegekbdl szarmazo egyenletek a komponensek szerint csoportosit-
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hatok, és alakjuk:

*
* ok
[
* % %
+ *

Al‘i 1

)

Axi 2

X AII‘J

Az N1
_Al‘i N

) .

AWy
AV,

x | AV

AVn_y
AV

* ok
* %

M; vt
| M; v

Az entalpiamérlegekbdl szarmazo egyenletek alakja:

Ez olyan, specidlis alak, amibdl el6szor a Awx; ; valtozok kikiiszobolhetdk, majd az

[ ATy
ATy

AT, |+

ATy

| ATy

B
%k %
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ATy
ATy

ATn_

| ATy

AV,
AVs

AV, | =-

AVn_1
| AV

ugy kapott 2N méreti linearis egyenletrendszer viszonylag kéonnyen megoldhato.

2.2.5.

A szekvenciilis eljarasok a 2.1. alfejezetben kapott szamitasi eljarasokhoz hason-
l6an feldjitando iteracios valtozokat jeldlnek ki, és csak azokat ajitjak fol egy-egy
ciklusban, mert a t6bbi viltozét alkalmas sorrendben ki lehet szamitani a felajitott

valtoz6 becsiilt értékének ismeretében.

A desztillaci6é szamitasahoz a BP, az abszorpci6 és a kiforralas szamitasahoz az

Szekvencialis (dekompozicios) szamitasi eljarasok

SR, az extrakciés szamitasokhoz az ISR moédszereket érdemes hasznélni.

Hy -1
Hy
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Az egyes modszerek nem csak a tervezési és iteracios valtozok kijel6lésében, ha-
nem a becslési és felujitasi modszerekben is kiillonboznek. A legfontosabb eljarasok
alapvaltozatait vazoljuk, ezeknek még szdmos javitott valtozata ismert.

BP-szamitas

A (lehetoleg kozeli forrasponttt komponenseket szétvalaszto) desztillacios oszlop
szamitasara szolgald BP eljaras két, egymasba adgyazott ciklusbol all. A kiils§ cik-
lusban az oszlop belsé molaramai (Lj, V;), a bels6 ciklusban a T; hémérsékletek a
becsiilends és felujitando valtozok. A belsd ciklusban a hémérsékletek feldjitasa
tanyéronként kiilon-kiilon, az Osszetételek ismeretében buborékpont-szamitassal
torténik, az eljaras innen kapta a nevét. A buborékpont-szamitas eredményeképp
kapjuk a K ; egyensulyi ardnyokat is, amik ismeretében a kiils¢ ciklusban a kompo-
nensmérlegekbdl szamitjuk az Gsszetételeket, azokbol a fajlagos entalpidkat, innen
a kondenzéalasi és forralési igényeket, és végiil ezekbdl a hémérleggel és az anyag-
mérleggel felijitjuk a moldramokat.

Az eljaras blokkséméajat a 2.15. abra mutatja. A K;; egyensuilyi aranyok
becslésére azért van sziikség, mert ezek szerepelnek a komponensmérlegekben. A
komponensmérlegekbdl egy-egy ¢ komponensnek minden j tanyéron levé moltort-
jét kapjuk (adott 4, kapjuk: x;1, ®i2, ...%ij, -..%iN), vagyis egy-egy tanyeér
moltortjeit C' kiilonb6z6 szamitas adja. Mindaddig, amig az allandosult allapot
adatait el nem értiik, az igy kapott moltortek Osszege egy-egy tanyéron nem 1. A
buborékpont-szamitashoz és az entalpiaszamitashoz azonban olyan folyadékmoltor-
tekre van sziikség, amik Osszege valoban 1, és ezért iktatjuk be a normalizalast (S
egyenletek):

Zi,j
T,
! chzl Tk,j

A buborékpont-szamitasokat tanyéronként, egymastol fiiggetleniil végezziik. Az
egyes buborékpont-szamitasok eredményeként a kapott y; ; moltortek Osszege 1,
vagyis itt hasznéljuk fol az S, egyenleteket.

D és R ismeretében rogzitett V4 és a refluxdram Ly értéke. A (2.11) teljes
anyagmérleg és a (2.10) hémérleg kombinalasaval a V41 és L; (j=1,2, ..., N —1)
molaramokat valtakozva sorban lehet szamitani:

normalizalt __

ij+1:Lj+Sj+ij+Sj*ijLj_1

(Hjy1r —hj-)Lj1 + (Hj = ;) Fj — (Hja — hy)s; — (Hj — Hj)(V; + 55)

L. =
! Hjpr —hy
(Az N. tanyér a forralo).

A BP-szamitas kezdetben viszonylag gyors, de a megoldas kozelében a konver-
gencia lassul, és rendszerint vagy nagyon lasst, vagy oszcilldl. Szamos megoldési
javaslat sziiletett a konvergencia javitasara, melyek egyes esetekben val6ban javi-
tanak, de a modszer altaldnos jellegét nem valtoztatjak meg.
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&Indulas

T;, L; és V; becslése

v

K; ; egyensulyi aranyok becslése

Komponensenként (i) a komponensmeérlegekbol

x; ; kiszamitésa (tridiagonalis matrix)

U

Tanyéronként az x moltortek normalizélasa

U

j=1,2,...N:

Buborékpont-szamités, T;, K; ;

U

h; és H; szadmitasa
Forralési és kondenzélasi igény szamitasa

L; és V; szdmitasa az anyag- és hdmérleghdl

Konvergalt?

Vége

2.15. abra. BP eljaras vazlata
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A BP szamitasnal az osszes termék molaramat meg kell adni, nincs mod adott
moltorthéz keresni a termékmennyiséget. Ugyanigy, vagy refluxaranyt (és esetleg
reflux alahttést), vagy kondenzalasi hételjesitményt meg kell adni (esetleg ezek
helyett visszaforralasi aranyt vagy forralasi hételjesitmeényt).

A BP szamitas bels§ ciklusaban a hémérséklet nagyon érzékeny a folyadék-
Osszetétel valtozasaira, ezért tavoli forrasponti komponensek jelenléte esetén (ami
el6fordul abszorber, deszorber, kiforralo oszlopoknal) nem konvergél, hanem osz-
cillalasra hajlamos.

SR-szamitas

Széles forraspont-tartomanyu elegyek szétvalasztésa, abszorpcid és kiforralas sza-
mitasakor alkalmas eljaras az SR-modszer, ami a h6mérsékleteket az entalpiamérleg
alapjan ujitja fol, és az Osszegzési egyenleteket a folyadék molaramok felgjitasara
hasznalja.

Az eljaras blokksémajat a 2.16. abra mutatja. A folyadék-moltortek szamitasa
utén azokat normalizalds nélkiil az L; molaramok feltjitdsara hasznaljuk fol:

C
9 _ 7 E o
Lj =L, T j
i=1

Innen kapta a moédszer a nevét, mert az L;x; ; szorzatok a komponens molaramok,
és ezek Gsszegét szamitjuk ("sum of rates"). A V; molaramokat a teljes anyagmeér-
leghdl fejezziik ki:

A paramoltortek szamitasahoz felhasznaljuk K; ; becsiilt értékét, de a szamitast
méar normalizalt x moltortekkel végezziik el, és utana az y moltorteket is normali-
zaljuk, mert erre sziikség van az entalpiak és a K ; aranyok tjraszamitasahoz.

A bels6 ciklusban a hémérsékleteket elvben Newton-iteracioval ujitjuk fol az
entalpiamérleg alapjan. A gyakorlatban egyetlen Newton-lépést végziink, és az
igy modositott hémérsékletekkel a kiilsg ciklust folytatjuk. Mivel a hémérlegben
a szomszédos tanyérok Osszetételéhez és hémérsékletéhez tartozd entalpidk szere-
pelnek, tridiagonéalis Jacobi-matrixot kapunk, igy a szamitas nagyon egyszeri (el-
tekintve az entalpidk héfok szerinti parcialis derivaltjainak meghatarozasatol, ami
bonyolult lehet).

A K, ; egyensulyi aranyokat a feldjitott hdmérséklettel és Osszetételekkel szé-
mitjuk djra.

Tapasztalat szerint megfelels elegy esetén az SR modszer gyorsan konvergal.

ISR-szamitasok

Extrakcios miivelet esetében médunk van az egyes fokozatokban kivant hémérsék-
letet tartani. Az ehhez sziikséges hételjesitmények az allandosult allapot ismere-
tében utodlag szamithatok, igy nincs sziikség arra, hogy a komponensmérlegek és
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&Indulas

T;, L; és V; becslése

v

K; ; egyensulyi aranyok becslése

Komponensenként (i) a komponensmeérlegekbol

x; ; kiszamitésa (tridiagonalis matrix)

U

Sx alapjan L; szdmitasa

Teljes anyagmérleg alapjan V; szamitasa

v

x moltortek normalizalasa
y moltortek szamitasa és normalizalasa

v

h; és H; szadmitasa

Entalpiamérleg alapjan T} felajitasa (Newton-1épés) ‘

K; ; Gjraszamitasa

Konvergalt?

Vége

2.16. abra. SR eljaras vazlata
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az egyensulyi Osszefliggések mellett egyidejilileg az entalpiamérleget is figyelembe
vegylik. Ezért a MESH egyenletek helyett elegends a MES egyenleteket szimultan
megoldani.

Mivel a hémérsékleteket nem kell szamitani, a BP-moédszerrel analog szamitas-
nak nincs értelme. Ehelyett az SR-modszer modositott valtozata, az in. izoterm
SR-, azaz ISR-mo6dszer hasznalhato.

Bar itt fokozatonként két folyadékfazis egyensulyat szamitjuk, az egyszeriiség
kedvéért a konnyt (kisebb fajstlyt) fazis molaramat tovabbra is V-vel, moltortjeit
y-nal jeloljiik.

Az extrakcios szamitdsokhoz meg kell adni a tap- és az (esetleges) oldaltermék
-aramokat, a nyomésokat és a hdmérsékleteket. Kezdeti becslést kell adni a Vj és L;
molaramokra és a K ; egyensulyi aranyokra. A molaramok becslése szakaszonként
allando V/L fazisarany feltételezésével lehetséges, esetleg a két fazisképzs oldoszer
kolcsonosen tokéletes oldhatatlansagat is feltételezhetjiik. Az egyensulyi ardanyok
becslésére nincs olyan kozelits eljaras, mint ami desztillacional vagy abszorpcional
hasznélhat6, hanem becsiilt megoszlésok alapjan kell szamitani aranyokat.

Az eredeti SR-eljarasban a hémeérsékleteket és a komponens-molaramokat kell
felujitani a megfelel§ egyenletek szerint. A hémérsékletek felujitasa a hémérleg
szerint bels6 ciklus lenne, és csak azért nem ismételjik, mert egy 1épésben is nagyot
javul értéke, és jol konvergal az elards. Az extrakcio esetében a hémeérleg és a
hémérséklet kimaradasa miatt egy ciklussal kevesebb lenne, mégis két ciklusra van
sziikség, mert a folyadék-folyadék egyensiilyi aranyok erésen Osszetételfiiggsk.

A Tsuboka-Katayama-féle ISR eljaras (1976) vazlatat mutatja a 2.17. abra.
A belsé ciklusban a normalizélas el6tti x; ; moltortek allandéségéra iterdlunk, de
a ~ aktivitasi egyiitthatokat normalizalt moltortekkel kell szdmitani. Ha a mol-
tortek mar nem valtoznak, akkor az SR moédszer névadé lépéseként felujitjuk V;
értékeit, majd az anyagmeérleghdl szamitjuk az L, adramokat. (A fazisok szerepe
felcserélhetd.)

A Renon-Assilenau-Cohen-Raimbault-féle ISR eljaras (1971) vazlatat mutatja
a 2.18. abra. A bels§ ciklusban nem egyik vagy masik fazis molaraméara alkal-
mazzuk az SR-1épést, hanem eleve a fazisaranyokat djitjuk fol:

aj 14
__‘/jJ_VYjO-J(')
J T a0 L

ij LjO'J(-)

Az igy felujitott fazisaranyokat az anyagmeérleghbe helyettesitve az egyik fazis mola-
ramai (pl. V;) kikiiszobolhetsk. Ezzel a masik fazis molaramaira (L;) tridiagoné-
lis egyiitthatomatrixa linearis egyenletrendszert kapunk, ami az ismert modszerrel
gyorsan megoldhat6. Ezutan az A; fazisaranyokkal szorozva kapjuk a masik fazis
aramait. A kiils6 ciklusban normalizalunk, szamitjuk a ~ aktivitasi egyiitthatokat,
és konvergaltatjuk a K; ; egyenstlyi ardnyokat.

2.2.6. Egyéb eljarasok

Szamos tovabbi szimultan és szekvenciélis eljaras ismert.
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\bIndulés

V; és L; becslése
K; ; egyensilyi ardnyok becslése

Komponensenként (i) a komponensmeérlegekbgl
x; ; kiszamitéasa (tridiagonélis matrix)

v

x moltoértek normalizalasa
y moltortek szamitésa: y; ; = K; ;24 5
y moltortek Gsszegzése (o; = Y. y; ), majd normalizalasa

v

7vi,; aktivitasi egylitthatok szamitasa mindkét fazisban

L 14
Kij = 71‘(,3‘)/’7'&'(73')

Nem

Tij, Yi,; konvergalt?

ijlj = Vjo;, ("Sum of Rates")

L; szamitésa teljes anyagamérlegbdl

L;, V; konvergalt?

Vége

2.17. abra. ISR - Tsuboka-Katayama eljaras vazlata
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\blndulas

Vi, L;j és K; ; becslése
K; ; egyensilyi ardnyok becslése

Komponensenként (i) a komponensmeérlegekbol
x; ; kiszémitasa (tridiagonalis matrix)

Y

L 174
yij = Kijuig, 00 =Y 35007 =Y m
Vi

A =
! LjO'J(»L)

v

L; szamitasa (tridiagonalis matrix)
Vi=4;L;

Nem

L;, V; konvergalt?

x és y moltortek normalizalasa
vi,; szémitésa és K; ; felujitasa

K; ; konvergalt?

Vége

2.18. abra. ISR - Renon-féle eljaras vazlata
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A szekvencialis (dekompozicios) csoporthoz tartoznak a tanyérrol-tanyérra
szamito eljarasok is. Ezeknél becslést adunk az oszop egyik végén kialakulo
termékosszetételre, és innen kiindulva végigszamithatok az oszlop adatai. Termé-
szetesen hibas becslés mellett valamelyik egyenletGségesoport nem teljestil, és ennek
alapjan felujitjuk a termékosszetételt.

A BP-moédszer egyik valtozatdban a komponensmérlegeket nem komponensen-
ként kiilon-kiilon, hanem egyszerre oldjuk meg, ezt a szimultan korrekcié mod-
szerének hivjak ("szimultan x; ;-korrekcio").

A teljesen szimultan eljarasok és az ismertetett dekompozicios eljarasok kozt
helyezkednek el azok a részleges dekompoziciés eljarasok, melyek két egyen-
letcsoportot oldanak meg szimultan, és a MESH egyenleteket e kett6re és a masik
kettdre lebontva hajtanak végre szekvencialis iteracios szamitast. Igy pl. szimultan
megoldhaték az S-H, M-S, M-H egyenletcsoport-parok.

Ha dinamikus miiveleti modellt irunk fol, és tetszGleges kezdeti allapotbdl ki-
indulva szamitjuk a rendszer allapotat az id6 fiiggvényében, akkor allando kiils6
koriilmények (miiveleti paraméterek) mellett a szimulacié varhatéan a rendszer al-
landoésult allapota felé halad. Az Gn. relaxacios eljarasok egyszertsitett dinami-
kus modellt alkalmaznak, aminek nem célja a folyamat id6beli lezajlasanak pontos
kovetése, de alkalmas az allanddsult allapot viszonylag gyors megkozelitésére.

2.3. Flowsheeting

A technologiai folyamatabra (flowsheet, ejtsd: "flosit") hianyzo adatainak megha-
tarozasat "flowsheeting"-nek (ejtsd: "flositing"-nek) is nevezziik, mert ez az angol
kifejezés terjedt el az egész vilagon. Ez elsGsorban a miiveleti egységekbdl 6sz-
szekapcsolt folyamat allandosult allapotanak, részletes anyag- és energiamérlegének
meghatarozasat jelenti, matematikai értelemben pedig egy (altalaban nagyméreti
és nemlinearis) egyenletrendszer megoldasa a feladat. Ezen kiviil azonban ide tar-
tozhat az egyes miiveleti egységek hianyzo f6bb miiveleti, technologiai paraméte-
reinek meghatarozésa is.

A flowsheet-szdmitasra fGleg az alabbi két esetben lehet sziikség:

1. Egy miik6dd lizem hidnyzo6, nem mért adatait szeretnénk becsiilni, illetve ma-
tematikai modellt szeretnénk illeszteni az iizemhez, amivel majd az lizemi paramé-
terek valtozasanak hatésat szeretnénk elére kiszamitani.

2. Tervezésekor az egyes egységek bemenete ismeretlen, mert bonyolult kapcso-
lasi rendben mas egységekbdl érkezik. Ertékére tervezéskor becslést adunk, majd
a folyamat megtervezése utan ellendrizziik e becslések helyességét, illetve az egyes
egységek paramétereinek és aramainak értékét egymassal 6sszhangba hozzuk.

A megoldas modszereit egy (nagyon egyszert) mintapélda alapjan mutatjuk
be, melynek egyszertisitett folyamatabraja lathato a 2.19. abran. A folyamat
egy aram-egyesit6bdl azaz keversbdl (E), egy reaktorbdl (R) és egy egyensilyi g6z-
folyadék szétvalasztd egységbdl (S) all. A reaktorban valamilyen, A-val jelzett
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4)

2.19. dbra. Egyszertsitett mintafolyamat

anyagot B-vé alakitunk at az
A5 98

egyenlet szerint, ahol ¢ az A-ra vonatkoz6 konverziofokot jeloli. A taparam tiszta
A. A reaktor kimenetén, vagyis a (3) aramban mindkét komponens megtalalhato.
Az (S) egységben valasztjuk el a terméket a nyersanyagtol. Esetiinkben a nyers-
anyag illekonyabb, ezért a folyadékfazisban lesz a végtermék (5), a gbzfazist pedig
(4) visszavezetjiik a folyamat elejére, ahol az (1) tappal az egyesits egységben (E)
keveredik, és igy kapjuk a reaktor bemeneti dramat (2). Mivel az egyenstlyi szét-
valasztas nem tokéletes, a visszavezetett aramban (4) és igy a reaktor taparamaban
(2) is lesz B anyag. Ugyanezért a folyamat terméke (5) sem tiszta, hanem A-val
szennyezett.

Az egyszeriiség kedvéért csak anyagmeérleg-szamitast végziink. Az egyes aramo-
kat a benniik taldlhato A és B anyagok komponensaramaival, illetve ezek kétkom-
ponensi vektoraval jellemezziik (X;).

Feladat:

Adott a folyamat bemeneti arama: X; 4 = 100 kmol/h, X; 5 = Okmol/h. A
reaktor nyomasa pr = 4bar, héfoka: Tr = 320K. A desztillalo egység héfoka
Ts = 345K, és az A komponens kinyerési tortje a gézben legyen n4 = 0.98 (vagyis
a desztillalo egység tapjaban levé A-nak 98 %-a keriiljon a gézfazisba). Az alabb
adott reaktor- és V/L -modellel szamitsuk ki a rendszer osszes X4, X;,p kompo-
nensaramat, a reaktorban elért ¢ konverzidfokot, és a desztillalé egység sziikséges
ps lzemi nyoméasat allandosult allapotban!

Fizikai-kémiai-miiveleti Gsszefiliggések:

A reaktorbeli konverziora az alabbi kozelits Osszefiiggést hasznaljuk:

¢ = 0.93exp (0.76” - 0.225”3)
Tr A

ahol pg és Tk a raktor nyomésa és héfoka, x4 és xp moltortek a reaktor bemenetén.
A g6z-folyadék egyensilyt a modositott Raoult-Dalton Gsszefiiggésel szamitjuk:

Pys = yarapy
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Pyp = vprppgH

ahol az x mennyiségek moltortek a folyadékfazisban, az y mennyiségek moltortek a
gbzfazisban, a tiszta anyagok fels6 karikaval jelzett tenzioit az adott h6mérsékleten
a

77.4246

lgp% = 2.033 — 2220
&pa = 2033 = 7057
123.14

lgp% = 1.0044 — ——>—
gpp = 1.0044 = 77055

(nem Antoine, csak hasonlit!), a vy-val jelzett aktivitasi egyiitthatokat pedig a

0.176
lgya = ———
(1-%)
TR
0.176
lgvp =

T 2
(1-2)
TA

2.3.1. Egyenletmegold6 szemlélet

Osszefiliggések szolgaltatjak.

Az egyenletmegoldo szemlélet alkalmazasa esetén felirjuk a folyamat 6sszes megha-
tarozo egyenletét, és matematikai modszerek alkalmazasaval megkeressiik az egyen-
let alkalmas gyokét. Ehhez az 4.1. alfejezet barmely modszere hasznalhato.
Esetiinkben a miiveleti egységek kozti kapcsolatokat is figyelembe véve az alabbi
egyenletrendszert irtuk fel, melyben az 6sszes valtozo elGfordul baloldalra kifejezve,
vagyis @ = g(x) alaka:
1. Xoa=X14+X44

2. Xop=X1p+XunB
3. X3a= (1 — C)X27A
4. Xz p=Xop+2(Xo 4
5. ¢ =0.93exp (0.76pR - 0.22X2*B>
Tr X2 4
6. Xya=X34—X54
7. Xup=X3p—Xs5B
8. X5,A = (1777A)X37A
° X,
9. Xsp= 57Ap;4'YA 4,B
pBWB??i’ﬁﬁ
2.033 -
10. p9 =10 Ts —230
123.14
1.0044
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2.1. tablazat. Az egyenletmegold6 szamitas eredményei

Xo.A Xop | X3a | Xap | Xga| Xup | Xsa | XsB
140.00 240 54.33 | 470.28 | 53.24 | 233.05 | 1.000 199

5 | 151.76 | 249.42 | 66.96 | 483.98 | 56.45 | 232.22 | 1.150 | 200.58
10 | 166.22 | 230.71 | 66.61 | 434.33 | 65.88 | 250.95 | 1.340 | 187.35
15 | 162.58 | 248.21 | 63.54 | 443.58 | 62.54 | 247.89 | 1.277 | 201.65
20 | 162.64 | 244.72 | 63.87 | 442.11 | 62.68 | 243.08 | 1.280 | 198.76
25 | 162.57 | 243.52 | 63.72 | 441.61 | 62.48 | 243.47 | 1.275 | 197.79
30 | 162.40 | 243.42 | 63.66 | 441.08 | 62.39 | 243.44 | 1.273 | 197.72

3

o

0.176

(%)
12. 44 =10 Xs,p
0.176

(%)

13.  yp =10 X5.4
_ 74paX5.4 + 18P X5 B

§ Xs5.4 + X5.B
Az egyenletrendszerben minden sziikséges egyenlet és ismeretlen szerepel, s6t, t6bb
is. Példaul a 14. egyenletet elvehetnénk, s a 13 ismeretlenes egyenletrendszer meg-
oldasa utan is alkalmazhatnank. Ugyanigy a 10. és 11. egyenleteket alkalmazhat-
nank egyetlen egyszer is, mivel a szétvalaszté egység hémérséklete adott. Ekkor a
megoldand6é maradék rendszer egyenleteinek szama 11-re csdkkenne.

A megoldashoz becslést adunk az Gsszes ismeretlen értékére. Legyenek az ara-
mok becsiilt értékei a 2.1. Tablazat 0-jeld soraban adott értékek, az aktivitési
egyitthatok becsiilt értéke legyen 1.0, a tenzidk becsiilt értéke 0.5 bar, a becsiilt
konverzi6 pedig 0.8.

70 %-os csillapitott behelyettesitéssel és 0.05 % megengedett relativ hiba mel-
lett az iterativ szamités 30 lépésben konvergalt, a 2.1. Tablazat adataival. A
szétvalaszto egység szamitott nyomésa 1.071 bar.

14.

2.3.2. Szekvencialis modularis szemlélet

El6szor megadjuk az egyes miveleti egységek bemenet—kimenet Osszefiiggéseit:
Egyesit6 modul szamitasa:
1. Xkia = Xper,4 + Xpe2,a
2. Xpi,B = Xpe1,B + Xpe2,B
Reaktor modul szamitasa:
rp  Xbe,B

1. — =
24 Xbea
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2. ¢ =0.93exp (—0.76%’1 - 0.22”)

A
3. Xkia=(1-¢)Xpea
4. XpiB = Xbe,B +2CXpe, A
V /L egyensulyi szétvalaszté6 modul szamitasa:

77.4246
2.033 — ——
1. p%y =10 Ts —230
123.14
1.0044 — 37
2. p% =10 Ts — 230
3. Folyadékfazis moltortjeinek becslése: x4, g =1—x4
4. Va=naXpea
5. La=(1-n4)Xpea
6. Lp=2BL,
TA
7. V= Xpep—Lp
0.176
2\ 2
(-2
8. w4 =10 B
0.176
2o\ 2
(1-3)
9. vp=10 rA
Va
10. = —
va Viia+ VB

11. yp=1-ya
12, &= |yaypPpTB — YBYAPATA|
13.  Ha e <Xkicsi szam, akkor ugorj 17-re!
(1) Lii,a )
Ty = ;X
A Lyia+Lep P

15. 24 = Uj becslés(:cA,x(;j)) sxp=1—1x4

14. =1- 2zl

16. Ugorj vissza 4-re!
17. ps =yapaza +VBPBTB

Ezutan szamitjuk a halézat aramait:

Becslést adunk a (4) visszavezetett (recirkulacios) aram értékeire. Kezdetben
legyen X4 4 = 141.64 kmol/h, X4 p = 95.655 kmol/h.

Az egyesité modullal szamitjuk a (2) dramot. A reaktor modullal szamitjuk
a (3) dramot. A szétvalaszté modullal szamitjuk a (4*) modositott aramot és az
5) aramot, valamint a szétvalasztoé egység nyomésat. FEztan ellendrizziik, hogy
a (4) becsiilt és (4*) szamitott dramok kozel azonosak-e. Ha nem, akkor modo-
sitjuk a (4) aram értékeit, pl. helyettesitjiikk a szamitott értékekkel. Csillapitas
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2.2. tablazat. A szekvenciilis moduléris szamitas eredményei

Xo A Xop | X34 | Xap | Xaa | Xup | Xs.4a | XsB
241.64 | 95.66 | 54.33 | 470.28 | 53.29 | 246.53 | 1.086 | 233.76
161.06 | 237.76 | 62.62 | 434.64 | 61.36 | 238.72 | 1.252 | 195.92
161.67 | 239.81 | 63.01 | 437.13 | 61.75 | 240.09 | 1.260 | 197.04
161.84 | 240.39 | 63.12 | 437.82 | 61.86 | 240.47 | 1.262 | 197.35

Ol wl o3

nélkiili kozvetlen behelyettesitéssel, 0.05%-o0s relativ hibahatarral kapott eredmé-
nyeket mutat a 2.2. Tablazat. A szamitas 9 lépésben konvergélt. A szétvilaszto
egység nyomaséara 1.072 bar-t kaptunk.

Korok és iteraciés aramok

A szekvencialis modularis szemlélet elénye, hogy ha nincs ciklus a folyamatban,
akkor az elolrsl kezdve azonnal végigszamithato, és (a halozat szintjén) iteraciora
nincs sziikség. Példaul a 2.20 abran mutatott halézat szamitasa a miiveleti egy-
ségek (A), (B), (C) sorrendjében, illetve az aramok (1), (2), (3), (4) sorrendjében
végezhetd el.

(1) 2) (4)

3
— A B () C E—

2.20. abra. Ciklusmentes folyamat

A 2.19 abra folyamatat azért nem lehet igy szamitani, mert az elsé (E) mii-
veleti egységnek nem minden bejévs arama ismert. Egyszert halozatoknal azonnal
lathato, hol vannak aram-visszavezetések, és mely aramokat kell (vagy lehet) itera-
ci6s aramma kijelolni. Bonyolultabb esetekben 6l kell deriteni a halozat ciklusait,
és lehet6leg a legkevesebb iteracios aramot kell kijel6lni.

A cilkusok felderitéséhez az iranyitott grafok matematikai elméletét hasznal-
hatjuk f6l. A technologiai folyamat miiveleti egységeit, valamint a bejové aramok
forrasait és a termékek nyel6it csomépontoknak, az aramokat pedig a csomopon-
tokat Osszekots irdnyitott éleknek tekintve iranyitott grafot kapunk. Példaul a A
2.19 abra folyamaténak iranyitott grafja lehet az, amit a 2.21 abra mutat.

A ciklusok felderitésének egyik lehetséges modja a graf feszité fajanak felépi-
tése. Fanak nevezziik a ciklusmentes grafot, illetve a ciklus- és megkeriilésmentes
irdnyitott grafot. Egy graf feszit6 faja olyan fa-graf, melynek az eredeti graf 6sszes
csomopontjabol és az eredeti graf éleinek egy részhalmazabol all. Példaul a 2.22
abran lathato irdnyitott graf egy lehetséges feszité fajat mutatja a 2.23 abra.
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(0 1) - (2) R (3) S ®) (@)

2.21. abra. Mintafolyamat iranyitott grafja

2.22. abra. Bonyolult irdnyitott graf

DD —>®

(<—0 W

2.23. abra. Bonyolult iranyitott graf feszits faja

A feszit6 fa megalkotasdhoz az eredeti graf egyes éleit el kell hagyni. Az el-
hagyott élek megkeriiléseket és/vagy ciklusokat szakitanak meg. A vizsgalt graf
ciklusai: [5,7], [9,10], [2,3,9.8], [2,3,(9,10),8], [1,3,9,8], [1,3,(9,10),8], [1,2,3,9,8],
[1,2,3,(9,10),8].



120 2. Bonyolult egységek és Osszetett folyamatok

Konvergencia. A ciklusok ismeretében kijelolhetSk az iteracios aramok. Jobb
hijan a lehetd legkevesebb iteracios (felujitando6) aramot jeldljiik ki, azonban egyal-
talan nem biztos, hogy ezzel a vélasztéssal kedvezd konvergencia-tulajdonsagokat
kapunk. Elénye csupan az egyszeriibb kezdeti becslés.

Bonyolult miiveleti egységeket tartalmazéd osszetett, ciklusos folyamatok kon-
vergaltatasa szekvencidlis modularis modellezéssel nagyon nehéz is lehet. Ennek
egyik oka, hogy a nem megfelel§ bemenet esetén a bonyolult egységek esetleg 6n-
maguk sem konvergalnak, illetve hibas eredményt adnak. Egy mésik oka, hogy a
ciklusba tartozé egyes Gsszekoté aramok nagysagat a ciklusbeli miiveleti egységek
miveleti paraméterei megszabjik ugyan, de ha a becslés messze van a helyes ered-
ménytdl, akkor az illeté dram nulldhoz konvergal (ehhez is tartozhat megoldas!),
vagy divergal.

2.3.3. Szimultan modularis szemlélet

A szimultan moduléris szemléletben az egyes modulokhoz lineéris és nemlinearis
részmodelleket rendeliink. A lineéris részmodellek a bemenet és a kimenet kozott
linearisak, a nemlineéris részmodellek pedig a linearis részmodell egyiitthatoit sza-
mitjak.
Egyesité modul modellje:
Linedris részmodell:
L1, Xkia = Xpe1,4 + Xpe2,4
L2.  XkiB = Xbe1,B + Xve2,B
Nemlinedris részmodell: Nincs.
Reaktor modul modellje:
Linedris részmodell:
L3, Xpia=(1—-()Xpe,a
L4.  Xpip = Xpe,B + 20 Xpe, 4

Nemlinedris részmodell:
Kpe
1. ¢=093exp (—0.76”‘ - 0.22”)
Tr be, A
Egyensilyi szétvalaszté6 modul modellje:

Linedris részmodell:
L5. Va=naXpe,a
L6. LA = (1 _nA)Xbe,A
L7. VB =nBXpe,B
L8. Lp=(1—nB)Xten
Nemlinedris részmodell:

424
9.033 _ 4246
1. p% =10 Ts — 230
1.0044 — 2314
2. p3 =10 Ts —230

3. Folyadékfazis moltortjeinek becslése: x4, zg =1 — x4
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8.
9.

10.
11.

12.

13.
14.
15.

16.

17.
18.
19.
20.

0.176
T A 2
(1-%2)
¥4 =10 T
0.176
B 2
(1-22)
7B =10 Ta
YAPY
YBPR
1
nB = ( 1 >
l+a|— -1
na
Va =naXpe,a
Ly=(1-n4)Xpe,A
VB = 18 X0pe,B
Lg =(1—-nB)Xe,B
R 7
yp=1—ya

€ = |yavBPETB — YBYAPYT A|

Ha e <kicsi szam, akkor ugorj 19-re!

(1)) Lii,a (a)

Ty = —— s rn’ =1
A Ligia+Lug B

x4 = Uj becslés(xA,xgij)) cxp=1—1x4

— )

Ugorj vissza 6-ral
PS = VAPATA + YBPETB
A nemlineéris részmodell eredménye a nyomas mellett az np kinyerési tort.

Linearis haloézatmodell:

A linearis részmodellek (L1-L8) linearis egyenleteibdl dsszeallithato a teljes ha-
l6zat linearizalt modellje:

1 0 0 0 =1 000] [Xoa] [Xia]
0 10 0 0-100| |Xop X p
~(1-¢) 0 1 0 0 000| |Xsa 0
—2¢ -1 0 1 0 000 [Xsp|_| 0
0 0 —na 0 1 000| | X4 0
0 0 0 —np 0 100| |Xup 0
0 0—(1—na) O 0 010| |Xsa 0
0 0 0 —(1-7m8) 0 001 |Xsm] | O |

A halbézat szamitasa:

A szimultdn moduléris eljards matematikai szempontbdl nézve fokozatos line-

arizas.

El6szor becslést adunk az egyiitthatématrix hatarozatlan paramétereire.
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2.3. tablazat. A szimultan modularis szamitas eredményei
Xo A Xop | X34 | Xap | Xaa | Xup | Xs.4a | XsB
141.64 | 198.30 | 42.49 | 396.60 | 41.64 | 198.30 | 0.850 | 198.30
158.95 | 241.18 | 60.16 | 438.77 | 58.95 | 241.18 | 1.203 | 197.59
162.56 | 240.62 | 64.26 | 438.05 | 62.97 | 240.62 | 1.285 | 197.43
161.56 | 240.61 | 62.82 | 438.09 | 61.56 | 240.61 | 1.256 | 197.48
162.00 | 240.61 | 63.27 | 438.08 | 62.00 | 240.61 | 1.256 | 197.46

=W RO 3

Legyen (¢ becsiilt értéke 0.7, és legyen np becsiilt értéke 0.5. Ezzel az egytitthato-
matrix teljesen hatérozott. Megoldjuk a lineéaris egyenletrendszert, és ezzel meg-
kapjuk a komponensidramok elsé becslését. Eztan a nemlineéris részmodellekkel
tetsz6leges sorrendben, illetve egymastol fliggetleniil kiszamitjuk az egyiitthato-
méatrix hatarozatlan elemeit. A reaktor modul nemlinearis részmodelljével kisza-
mitjuk (-t, a szétvilaszté6 modul nemlinearis részmodelljével kiszamitjuk np-t. Ezt
a linearis - nemlinearis szamitas-part addig ismételjik, mig a kapott értékek nem
konvergalnak. A szamitas eredményét a 2.3. Tablazat mutatja. A szamitott
nyomas: 1.071 bar.

Jel-folyam grafok

A szimultan modularis szemlélettel kapott linearis egyenletrendszer egytitthato-
matrixa tetsz6leges alaku lehet, ezért a megoldasnal a teljes egyiitthatomatrixot
szerepeltetni kell a Gauss- vagy Gauss-Jordan-féle kikiiszobolési eljarasban. A fo-
lyamat kapcsolési rendjét kihasznalva azonban egyszertibb kikiiszobdlési eljarést is
végezhetiink.

Ehhez definialjuk a folyamat jel-folyam grafjat, amit tgy kapunk, hogy a mii-
veleti egységeket mint az dramok allapotainak atalakitoit tekintjiik. Ennek megfe-
lel6en az dramokat tekintjiik csomoépontnak, és az atalakitdsokhoz rendeliink ira-
nyitott éleket. Az élekhez olyan szorzotényezdket rendeliink, melyekkel az él tam-
pontjat megszorozva megkapjuk azt az értéket, amivel az él az altala mutatott
csomopont értékéhez hozzajarul.

A mintapélda jel-folyam grafjat a 2.24 abra mutatja. Az egyes dramokat (cso-
mopontokat) matrix értékd szorzotényezdk kotik Ossze, mert az aramok vektor-
értékiiek. Az egyesité Eq és Eo szorzotényezdi 2 X 2-es egységmaétrixok, a reaktor

R szorzodja:
_(1-¢O0
(')
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2.24. abra. Mintapélda jel-folyam grafja

a szétvalasztd egység szorzodi

0
Si= ("M
! (0773>

_(1-ma 0]
Sl_( 0 1—773)

A jel-folyam graf komponensenként is elkészithets, ekkor az élekhez skalar szor-
zOkat rendeliink. A mintapélda komponensenkénti jel-folyam grafjat mutatja a
2.25 abra.

2.25. abra. Mintapélda komponensenkénti jel-folyam grafja

A jel-folyam gréafok olyan ekvivalens atalakitasai, melyek a csomépontok és élek
szamanak csokkenésével jarnak, a kikiiszobolés lépéseinek feleltethet6k meg. Az
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ekvialens atalakitasok 3 alap-atalakitasbol épithetsk fol:

1 K6zbensS csomoépont kikiiszobo6lése. Ezt a 2.26 Abra mutatja. Nyil-
vanvalo, hogy ha y = ax és z = by, akkor z = abzx.

@Q@b@@@ axb @

2.26. abra. Jel-folyam graf ekvivalens atalakitasanak 1. szabélya

2 Megkeriild él kikiisz6bolése. Ezt a 2.27 Abra mutatja. Nyilvanvalo, hogy
ha y = ax + bz, akkor y = (a + b)x.
a

@, 0 = 00

2.27. &bra. Jel-folyam graf ekvivalens atalakitdsanak 2. szabalya

3 Hurokél kikiisz6bolése. Ezt a 2.28 abra mutatja. Ha y = az + by, akkor
y = x . Ennél a szabalynal a vektoros alak esetében iigyelni kell a

1-9b
szorzas sorrendjére is: y = (I—B) " A x.

2.28. abra. Jel-folyam graf ekvivalens atalakitasanak 3. szabélya

—_
S

A 2.24. Aabra megoldasa ezzel a modszerrel: Xo = (I — E2S; R)7'E; X1,
X3 =RX5, X3 =5:X3, X5 =S,X3.

2.4. Ellen6rzo kérdések

1. Mik a tervezési valtozok? Héany van beldliik adott feladatnal?
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2. Ciklusmentes szamitasi sorrend hogyan jelolhetd ki?
3. Irja fol a MESH-egyenleteket!

4. Sorolja {6l az ismertetett oszlopszamitoé algoritmusokat! (Ellenarama desztil-
lalas, abszorpcio—deszorpcid, folyadék—extrakeio). Melyik hol és mikor alkal-
mazhat6?

5. Ismertesse a BP és az SR algoritmusok blokkvézlatat!
6. Mi az a jel-folyam graf? Miben kiilonbozik a tehnologiai folyamatéabratol?

7. A szimultdn moduléris szamitds matematikailag mit jelent?
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3. fejezet

A folyamattervezés altalaban

A vegyi-, bio- és rokon ipari folyamattervezés komplex tevékenység, melynek célja
vagy egy 1j technologia egészének kidolgozasa, vagy meglévs (miikdds) technologia
ill. {izem kiegészitése, feljavitasa, vagy a technologia egyes részeinek tervezése. A
tervezés mindig optimélis tervezést jelent, aminek végss értelme gazdasdgi opti-
mum, de mivel a gazdasagi optimum nem mindig fogalmazhaté meg egyértelmiien,
ill. mivel abban kiilonb6z6 verseng6 részcélok, nehezen szamszertisithets és nehezen
megfogalmazhat6 korlatozasok érvényesiilnek, a részfolyamatok tervezésekor gyak-
ran csak részcélokat optimalizalunk, pl. koltséget, kapacitast, minGséget, kornyezeti
terhelést, stb.

A folyamattervezés matematikai értelemben egyszertien optimalizalasi prob-
léma, altalaban valos és egészértékii dontési valtozokkal és bonyolult feltételi egyen-
letrendszerrel. A gyakorlatban ezt kiilonféle szemléletekkel lehet megoldani. Beszél-
hetilink heurisztikus tervezésrél, mely mérnoki tapasztalatok alapjan hoz dontéseket
a tervezés egyes lépéseiben. Fokozatos fejlesztésrél beszéliink, ha egy akar heuriszti-
kusan megalkotott, akar korabbi tervezés eredményeképpen adott technologiat aprd
lépésenként javitunk. Részfolymatok tervezésénél alkalmazhatjuk a vegyes egészér-
tékid programozas (MILP, MINLP) modszereit (4.2, 4.2.6 alfejezetek), melyekhez
specialis feladatmegfogalmazasok tarsulnak.

3.1. Koltségbecslés

A tervezett beruhazas koltségei csak a beruhazéas befejezésekor valnak ismertté.
Ebben benne vannak olyan koltségelemek is, mint pl. telekvasérlas, helyi adok,
szervezett munkabesziintetés, elemi csapasok. A mitszaki jellegii koltségek legjobb
el6rebecslését arajanlat-kéréssel nyerhetjiik, de a tervezés korai szakaszaiban ez
nem jarhat6o at, mivel még nem tudjuk, milyen elemekre kell ajanlatot kérni, és
tul sok elemre kellene. Vannak aztan olyan jellegli koltségek, melyekre nehéz, vagy
lehetetlen ajanlatot kérni, vagy eleve tudjuk, hogy lényegesen olcsébb sajat erd-
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bél megoldani. Ilyen lehet pl. a vasarolt elem beépitése és belizemelése, vagy az
lgyintézés koltségei.

Nagy ipari iizemek és tervezdintézetek katalogust tartanak fenn az altaluk ko-
rdbban beszerzett miszaki berendezések arairol és a kiilonféle jarulékos koltségekrsl
(pl. szallitas, alapozas, festés, allvanyozas, probatizem, alkatrészcsere). Gyakran
ezek a katalogusok sem allnak rendelkezésre, vagy nem adnak kell§ tajékoztatést.
Ezért aztan kiilonféle, és a tervezés kiilonb6z6 szakaszaira vonatkozo koltségbecsld
eljarasokat dolgoztak ki.

3.1.1. Koltségbecslési szintek és a tervezés koltségei

Durvan az alabbi tervezési szinteket szokas megkiilonboztetni:

1. Nagysagrendi becslés. Mas néven: Aranybecslés. Hasonlo folyamatok
korabbi koltségadatain alapul, varhato pontossaga: +40 %. Ehhez durva ko-
zelit6 képleteket, indexeket hasznalnak fol.

2. Tanulmanyterv. Méas néven: Faktoros becslés. A folyamatabra és a f6bb
berendezések ismeretén alapul, varhaté pontossaga: +25 %.

3. ElGzetes becslés. Mas néven: Koltségkeretet jovahagyo eliranyzat. Olyan
adathalmazon alapul, mely elegendé a koltségkeret jovahagyéasahoz, varhato
pontossaga: 12 %.

4. D6ntéshozo becslés. Méas néven: Miiszaki terv alapjan késziilt koltség-els-
irdnyzat. Csaknem teljes tervdokumentacion alapul, melybdl még hidnyoznak
a miiszaki rajzok és egyes specifikiciok, varhaté pontossaga: 46 %.

5. Részletes koOltség-elGiranyzat. Mas néven: Vallalkozoi becslés. Teljes
tervdokumentacion alapul, beleértve az 6sszes miiszaki rajzot, specifikacidkat,
helyi bejarast, stb.; varhaté pontossaga: +3 %.

Magéanak a koltségbecslésnek a koltsége fiigg nem csak a terv mélységétdl (mi-
lyen szint( tervet kell késziteni), hanem a feladat méretétsl is, melyet legdurvabban
a tervezett beruhazas varhato koltségével jellemezhetiink. A 3.1 Tablazat 1977-es,
1 milli6 USD és 50 milli6 USD kozotti beruhazéasokrol tajékoztat, a tervezés koltsé-
geit ezer dollarban adja meg.

3.1. tablazat. A tervezés koltségei 1977-ben, milli6 $-ban
mélység ~1MM$ | IMM-5MM$ | 5MM _ 50MM$

tanulmany 5-15 12-30 20-40
el6zetes 15-35 30-60 50-90

dontéshozo 25-60 60-120 100-230
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3.1.2. Koltségbecslési modellek
Kapacitasaranyok

Azonos id6szakban (azonos évben, vagy idében kozel épiilt lizemek esetében) a
kiilonb6z6 kapacitast de azonos tipusi berendezések vagy akér teljes technologidk
koltségei kozott egyszert, bar durvan kozelits hatvanyosszefiiggés allapithatod meg.
Ha a koltséget K-val, a kapacitast C-vel jeloljiik, akkor durva koézelitésként vehetd:

K (C)*
Ky \Cs
ahol az egyes berendezések a kitevGit tapasztalati adatokhoz illesztjiik. Példaul

berendezések kapacitasarany-kitevsit mutatja a 3.2 Tablazat, egyes teljes tech-
nologidk kapacitasarany-kitevésit a 3.3 Tablazat.

3.2. tablazat. Egyes berendezések kapacitasarany-kitevéi

berendezés kitevs
harangsapkés tanyér 1.20
vakuum dobszaritéd 0.20
csGkoteges hicseréls 0.44
centrifugalszivattya 0.61
kever6 nélkiili bélelt reaktor | 0.41

3.3. tablazat. Egyes technolégidk kapacitasarany-kitevsi

berendezés kitevg
katalitikus krakkolés 0.85
katalitikus polimerizacio 0.70
oxigéngyartas 0.47
acetiléngyartas 0.75
nagynyomasi polietiléngyartas | 0.90

Ha egy adott fajtaju berendezés vagy technologia koltsége adott kapacitason is-
mert, és mas kapacitéasi berendezést kell tervezni, akkor annak koltsége az ismert
berendezés gyartasanak idészakdaban ezzel a mddszerrel becsiilhetd.

Koltségindex

Azonos tipusu és azonos kapacitasi, de kiillonb6z6 idSben késziilt gyartasok, beru-
héazasok 6sszehasonlitasara, koltségeik atszamitasara évtizedek ota kéltségindexeket
vezetnek a f6bb szakfolyobiratok. Ezek az indexek valamely bazisévhez viszonyitva
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kozlik egyes szerkezeti anyagok és egyes adott kapacitasi technologiak koltségara-
nyait az inflacioratahoz vagy a tézsdeindexekhez hasonléan. Ha ismert a berendezés
koltsége (K1) egy korabbi évben, és ismert mind annak az évnek, mind a jelen évnek
a koltségindexe (I, I2) , akkor a mai koltség egyszert aranyossiaggal szamithato:

Ky, I

K, I
A kapacitasarany-kitevsk és a koltségindexek segitségével egylitt tetszdleges kapa-
citasu berendezés vagy technologia mai koltsége nagysigrendileg becsiilhetd, ha a
vizsgalt id6tartam nem hosszabb, mint 10 év.
Kiilonboz6 koltségindexeket vezetnek a szerelvényekrdl, adott tipusi berende-
zésekr6l, anyagokrol, bizonyos technolégiakrol, illetve mas, specialis teriiletek kolt-
ségérdl. A legaltalanosabb koltségindexek a kovetkezok:

Marshall & Swift Equipment Index (M&S). Ennek két fajtidja az (a) all-
industry index, ami az ipar, a kereskedelem, és a haztartasi gépek 47 kiilonb6z8
indexének szamtani atlagaval képzodik, és (b) process-industry index, ami az em-
litett 47 index koziil a 8 legfontosabb, kiillonb6z6 iparagakhoz tartozé indexeknek
(cement, vegyianyagok, agyagtermékek, iiveg, festék, papir, petroleum, gumi) a
megfelel§ iparagak teljes termelésével sulyozott atlaga. Kezddév: 1926.

Engineering News-Record Construction Index (ENR). Az ipari fejleszté-
sek Osszetett indexeléséhez a bér- és anyagkoltségek valtozasat mutatja. Kezdgév:
1976.

Nelson Refinery Construction Index (NRC). Ez nevének megfelelSen az
olajipari fejlesztések indexe. Osszetevéi: szakmunka, segédmunka, vas és acél, épi-
tGanyag, egyéb tételek (szerelvények). Kezdsév: 1946.

Chemical Engineering Plant Cost Index (CE). Ez a vegyilizemek épitésé-
nek dsszetett koltségindexe. Fébb dsszetevsi: berendezés, gépek, tartozékok (61 %),
beiizemelés (22 %), épitési anyag és munka (7 %), mérnoki munka (10 %). A beren-
dezés, gépek, tartozékok részt tovabbi komonensekre bontjak. Kezd&év: 1959.

folyoirat gyakorisag | M&S | ENR | NRC | CE
Chemical Engineering heti X X
Engineering News-Record heti X
Oil and Gas Journal kétheti X

Koltségbecsld fiiggvények

A nagységrendinél pontosabb becslésekhez az egyes berendezések f6bb miiveleti
paraméterei fiiggvényében illeszteni lehet a tapasztalati koltségeket. Ezt diagra-
mokban vagy kozelité analitikus fliggvényekben szokas megadni. Példaul néhany
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ilyen egyszerii Gsszefliggést sorol {6l a 3.4 Tablazat, ahol K: koltség, H: hosszi-
sag, magassiag, D: atmérd, p: terhelési nyomés, A: héatado feliilet ($, m, bar,
m?).

3.4. tablazat. Egyes hengeres egységek kozelits koltségfiiggvénye

berendezés koltségfiiggvény
tanyéros oszlop kopenye | K = 460H? 7T DO-88,0-18
toltott oszlop kdpenye K = 1260H70-68 D0-96

iilepit K = 8H024 05018
cs6koteges hcseréls K = 240A959
katalitikus reaktor K = 100H%57 D1 72076

A kozelits koltségfiiggvények messze alulbecsiilik a koltségeket a jarulékos tagok
figyelembe vétele nélkiil. Attol fiiggden, hogy a jarulékos tagokat hogyan csopor-
tositjuk, és hogyan rakjuk Ossze 6ket, a durvabban becsl faktor-technikardl és a
finomabban becslé modul-technikéarél beszéliink.

Faktor-technika

AKkkor beszéliink faktor-technikarol, ha a jarulékos koltségeket a technologiaban sze-
repld berendezések arainak Osszegéhez viszonyitjuk. Vagyis, ha egy technolégidban
az egyes i. berendezések ara K;, akkor a teljes koltség szamitésa a

K:fZKi

képlettel torténik.
A legegyszeriibb (és a legelss) faktor-tipus a Lang-féle halmazéllapot-faktortablazat,
mely a technologia egészére vonatkozik (3.5 Tablazat).

3.5. tablazat. Lang-faktorok

folyamat tipusa faktor (f)
szilard 4.6
szilard és folyadék 4.9
folyadék 5.7

Szamos kisérlet tortént az egyetlen f koltségfaktor felbontasara, hogy pontosabb
becslést kapjunk. Ilyen pl.:

f= ftfpfm

ahol f; hémérsékletfiiggd, f, nyoméasfiiggs, f,, aszerkezeti anyagtol fiiggs faktorok.
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Modul-technika

Akkor beszéliink modul-technikarol, ha a jarulékos koltségeket a technologidban
szereplé berendezésekhez kiilon-kiilon rendeljiik hozza, vagyis a teljes koltség szé-

mitasa a
K=Y fK,

képlettel torténik. Ez lehet6vé teszi, hogy az egyes jarulékos koltségeket (csatla-
kozésok, 0sszekots csovek, szigetelés, festés, alapozas, miiszerezés) nem atlagosan,
hanem az egyes berendezés-tipusoktol fiiggden adjuk meg.

Legismertebb Guthrie koltségfelbontésa. Az egyes berendezések koltsége le-
bonthato (1) kozvetlen munkakoltségre, (2) kozvetlen anyagkoltségre, (3) kozvetett
koltségekre, ezek az un. elsédleges koltségelemek, ezekbdl all 6ssze a netto modul-
koltség, amit tovabbi jarulékok (an. mésodlagos kéltségelemek) teljes modulkolt-
séggé egészitenek ki. Guthrie az egyes késziilékcsoportokon beliil viszonyitasi alap-
ként késziiléktipusokat, azokhoz jellemzd paramétereket is definialt (méret, anyag,
héfok, nyomaés stb.), és az 1968-ban, az USA keleti partvidékén gyartott késziilekek
arat tekinti referenciaértéknek.

A masodlagos koltségelemek:

(1) mellékanyagok, segédanyagok koltségei: csGvezeték, alapozas, kisebb elemek,
miiszerek, elektromos hélézat, hészigetelés, mazolas

(2) épitesi koltségek: anyag beépitése, berendezés elhelyezése, alapozas stb.

(3) kozvetett koltségek: fuvarozés, biztositas, ado, épitkezés rezsije, mérnoki
munka, biztonsagi tényezd, alvallalkozési dijak

A viszonyitasi alapkoltséget Guthrie az egyes késziiléktipusokhoz tartozod Gsszefiig-
gésekkel modositja a késziilék konkrét tulajonsagai (paraméterei) szerinti faktorok-
kal. Igy példaul a kivetkezs képleteket alkalmazza:

Nyoméstarto edény: K =Kpfmfp

Léghits: K = Kp(fs+ fi + fm)
Desztillalo oszlop tanyérja: K = Kg(fs + fi + fm)
Hécseréls: K = Kgp(fi + fp)fm

ahol Kp a viszonyitasi alapkoltség, f,, késziilék szerkezeti anyagatol fliggs faktor,
fp nyomésfiiggs faktor, f; késziilék tipusatol fiiggs faktor, fs a tanyértavolsagtol
fiiggs faktor.

3.2. Hierarchikus folyamattervezés
Mint lattuk, a részletes koltségbecslés, beleértve a tervezést, nagyon koltséges teveé-

kenység, ezen feliil idGigényes is. Tapasztalat szerint azonban a beruhazasi otletek-
nek csak kb. 1 szazalékat valositjak meg. Ezért nem érdemes minden oOtletet és a
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megvaldsitas minden valtozatat részletesen megtervezni és kiértékelni, hanem olyan
dontések sorozatat szokas végrehajtani, melyek mar a kezdeti szakaszban kisztirik
a nagyon gazdasagtalannak latsz6 megoldéasokat, és csak az igéreteseket juttatjak
el a részletes tervezés és koltségbecslés szakaszaba.

A folyamattervezés bonyolultsdgat és dontési szintjeit Douglas nyoméan a benzol
= toluol hidrodealkilezési folyamat példajan mutatjuk be.

A folyamat lényege a toluol hidrogénezése benzolla és metanna, magas hémér-
sékleten és nyomason. E koriilmények kozott kiros mellékreakcioként a benzol
dimerizacidja is szamottevsé mértékben jatszodik le:

Toluol + Hy — Benzol + CHy4

2Benzol = Difenil + Ho

A reakci6 katalizator nélkiil, homogén gézfazisban jatszodik le kb. 35 bar nyo-
méson, 620 C és 700 C kozti hémérsékleten. Ennél hidegebb koézegben a reakcio til
lassi1, magasabb hémeérsékleten hidrokrakkoldédas kovetkezik be. A reaktorbeli kok-
szolodéas megakadalyozasahoz 5:1 aranya hidrogénfoloslegre van sziikség, a reaktor
utani kokszolodéas megel&zésére a reaktorbdl tavozo gazelegyet gyorsan 620 C alé
kell htiteni.

A vegyész kutatok adatai szerint a megadott koriilmények kozott a ¢ konverzio

B A reaktorban atalakulo toluol molszam

(=

A reaktorba taplalt toluol molszam

és az S szelektivitas

Benzol molszam a reaktor kimenetén

~ A reaktorban atalakulo toluol molszam
kozott ¢ < 0.97 esetében a kovetkezs kozelits Osszefiiggés allapithato meg:

0.0036
Gyartani szeretnénk 174 t/év benzolt, amihez rendelkezésre all elegendd meny-
nyiségi tiszta toluol légkdri nymason és hémérsékleten, valamint 38 bar nyomési,

szobahdfokt, 5 % metan szennyezést tartalmazo hidrogén gaz.

Altalaban a kévetkez6 dontési hierarchia vazolhato l:

Szakaszos vagy folyamatos lizem
ElGzetes anyagmérleg

Reaktor és visszaforgatas
Szétvalasztod rendszer altalaban

a. Gézvisszanyers rendszer

b. Folyadékvisszanyerd rendszer
Energiavisszanyerd halozat

Egyéb segédrendszerek, szabalyozas
7. elhelyezés, vezetékek, stb.

=W

o o
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A miiveleti tervezés nagyjabol az els6 6 pontot érinti.

3.2.1. Szakaszos vagy folyamatos ilizem

A folyamatos iizemek a hét minden napjan 24 6ran keresztiil, vagyis elvben megal-
las nélkiil mikodnek. Ezt a folyamatos {izemet éves karbantartasi idészak, valamint
véletlen leallasok (iizemhibak) szakitjak meg. Altalaban kb. évi 8400 iizemoréaval
lehet szamolni, vagyis a mintafeladatban adott termelési mennyiség kb. 20.7 kg/h,
ill. kb. 265 mol/h termelt benzol aramot jelent, amihez megfelel6 mennyiségd alap-
anyagot és segédanyagot folyamatosan taplalni, a melléktermékeket folyamatosan
elvezetni kell.

Ezzel szemben a szakaszos lizem egyszerre egy-egy véges adagot dolgoz fel. Az
lizem egészét vagy egyes részeit ennek megfelelGen periodikusan leallitjak, tritik,
tisztitjak, toltik és djrainditjak.

A folyamatos {lizem fenntartasahoz allandoé (folyamatos) szabalyozésra van sziik-
ség. A szabalyozorendszer kiépitése és fenntartéasa komoly koltséggel jar. A hosz-
szantart6 (megszakitatlan) mikodés biztositasahoz a szerkezeti anyagoknak, sze-
lepnek, stb. megbizhatobban kell miikddniiik, mint a szakaszos {izemben, ahol mod
van a berendezések pihentetésére, és esetenként két adag feldolgozasa kozott kisebb
karbantartasok elvégzésére. A folyamatos lizem az allando szabéalyozas kovetkezté-
ben alkalmasabb a termékmindség sziik tartoményban tartasara, de dragabb, mint
a szakaszos ilizem.

Ezért folyamatos iizemet elsGsorban akkor épitiink, ha a termék éves Gsszértéke
elég nagy. Hagyomanyos vegyipari termékek esetében 50 t/év termelés folott le-
hetéleg folymatos, és 5 t/év termelés alatt lehetSleg szakaszos tlizemet terveziink.
Ujabban azonban egészen kis mennyiségek is nagy értéket képviselnek, és az is
eléfordul, hogy a termék megfelel§ minéségének fenntartasahoz mindenképpen sza-
balyozni kell, ezért érdemes kisebb mennyiséget is folymatos tizemben gyartani.

Maésrészt vannak olyan miiveletek, melyek eleve szakaszosak (pl. adszorpcio
vagy preparativ kromatografia), és ezek alkalmazasakor nagy termelési érték eseté-
ben is szakaszos tizemet kell tervezni.

A Benzol — Toluol mintapélddban ez az eset nem fordul els, és a termelési
mennyiség alapjan folyamatos tizemet terveziink.

3.2.2. El6zetes anyagmérleg

Talan f6l6sleges tiinik f6] annak megemlitése, hogy a folyamatban gyartott (kibocsa-
tott) anyagok értékesitésébdl szarmazo bevételnek meg kell haladnia a felhasznéalt
anyagok értékét. Azonban egyrészt a technologiai 6tleteknek kb. a felét e kezdeti
értékelés alapjan vetik el (), masrészt korantsem egyértelmi a technologiai terve-
zés e korai szakaszéban, hogy milyen anyagokat hasznalunk f6l, milyen aramokat
bocsatunk ki, és ezek milyen értékiek.

A részletes tervezés el6tt nem tudjuk, hogy milyen konverzioval és szelektivi-
tassal fog miikddni a folyamat. Nem tudjuk, hogy milyen anyagveszteségeket kell
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potolni, milyen segédanyagokat kell esetleg felhasznalni a szétvalaszto rendszerben.
A melléktermékek egy részét esetleg értékesithetjiik vagy égetéssel energiakoltség-
megtakaritast érhetiink el, de az is el6fodulhat, hogy a melléktermék elhelyezése
vagy megsemmisitése tovabbi koltségekkel jar.

Esetiinkben az alabbi adatokat sikeriilt beszerezni az értékeléshez:

Benzol: 89.04 $/mol
Toluol: 6.4$/mol
Hidrogén tap: 1.14$/mol
FiitGenergia:  3.79$/MJ
Fitsérték:
Ho: 0.130 M.J/mol
CHy: 0.404 MJ /mol
Benzol:  1.49MJ/mol
Toluol:  1.77 MJ/mol
Difenil: ~ 2.83MJ/mol
Ezen a szinten nem tudjuk ugyan a majdan tervezett konverziot, de teljes konver-
zioval sem szabad szamolni, ha ismerjiik a vegyész kutatok altal rendelkezésiinkre
bocsatott konverzio—szelektivitas Gsszefiiggést. Azt is el kell donteniink, hogy az el
nem reagalt alapanyagokat mellékterméknek tekintjiik, vagy visszaforgatjuk — vagy
legalabbis az egyes alternativiakat kiilon—kiilon kell kiértékelniink, kiilonben hamis
becslést kapunk a varhato nyereségre.

El6zetes becslést kell adnunk arra is, hogy a komponens-szétvalasztd vagy -
visszanyerd rendszer milyen anyagveszteséggel miikodhet. Altalaban e szinten fol-
tehetjiik a tokéletes szétvalasztast (ami nagyon durva kozelités), de vannak esetek,
melyeket kivételként kell kezelniink. Ezek a megcsapolas és a leftivatas esetei,
amiket akkor alkalmazunk, ha egyes komponensek visszanyerése vagy kinyerése és
eltavolitasa bizonyosan nagyon draga. Ilyenkor az eltéavolitanddé komponensekkel
értékes, visszaforgatandé komponenseket is eltavolitunk. Folyadékfazisi aram ese-
tén megcsapolasrol, gazfazist aram esetén lefavatasrol beszéliink.

Esetiinkben az el nem reagalt hidrogént, mint értékes nyersanyagot vissza sze-
retnénk forgatni, de a hidrogén és a metan szétvalasztasa nagyon draga lenne. Ha
a kett6t egyiitt vezetjiik vissza, akkor a folyamatba bekeriilt metan onnan nem
tavozik el, el sem reagal, vagyis a folyamatban feldusul, végiill megakadalyozza a
folyamat véghezvitelét. Ezért a rendszerbdl az el nem reagélt gazok egy részét el
kell vezetni (ez a lefavatas), mégpedig a gaz Osszetételétd] fliggben éppen annyit,
amennyi metan a hidrogén-tappal a folyamatba bekeriil, plusz amennyi a reakcio-
ban keletkezik. Ennek meghatéarozasahoz ol kell tételezniink valamilyen gaztermék
Osszetételt, és ennek megfelels allandosult allapotot kell szamolnunk (3.1 abra).
Az aramok kiszamitasahoz a toluol fogyasanak logikdjat a 3.2 abra mutatja.

Ha B mol/h (tiszta) benzolt termeliink, akkor S szelektivitas mellett az el-

reagalt toluol arama Tkon, = B/S, a reaktorba keriils toluol dram pedig Tpe =
1-8 1-S
Tronv/C = B/(SC). A képzods difenil mennyisége D = TTkonv = FB
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Hvissza
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3.1. Abra. Bemenet—kimenet struktira értékmeérleg készitéséhez

S B

G Ty 5 (1
onv 2 -
Tté.p Tbe / S)

1— ¢ D
\ Tvissza
3.2. dbra. Toluol konverzidja, a szelektivitas és a termékek
: . . 1-¢
A visszaforgatott (el nem reagalt) toluol arama Tyisszq = Tpe(l — () = ?CB, a

szlikséges toluol tap pedig Tiap = The — Tvissza-

A hidrogénbdl a reaktor bemenetén 6tszoros f6loslegre van sziikség, tehat a Ho
komponensédram a reaktor bemenetén Hj ;. = 5Ty = 5B/(S(). A konverzié és a
szelektivitas kozott érvényes a (3.1) Osszefiiggés, vagyis a konverzio fliggvényében
szamolhatunk. A rendszer egy tovabbi szabadsagi foka a lefivatott &ram meny-
nyisége, vagy a visszavezetett aram mennyisége, vagy a lefavatott dram Osszetétele.
Mivel ez utébbi egyetlen moltorttel kifejezhets, és az 0 és 1 kozotti érték, célszertien
ezt valasztjuk. Legyen a szétvalasztd részrendszer kimenetén a Ho—CH,y gézelegy-
ben a Hy moltértje y, a megfelels CHy moltort 1 — y.

Annak alapjan, hogy a lefavatott gazban a metan komponens molédrama al-
landoésult allapotban megegyezik a hidrogén tapban érkezd plusz a reakcioban ke-
letkezé metan komponens molarammal, meghatarozhat6é az Gsszes dram, és ebbdl
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3.6. tablazat. A haszon durva felsé korlatja elézetes anyagmérlegbgl

y = 01| 0.71] 0.9
konverzio
0.1 3.7 34| 23
0.2 34| 311 20
0.3 29| 271 16
0.4 25| 221 1.0
0.5 1.8 | 1.5 | 0.2
0.6 06| 04 1-1.0
0.7 -16 | -1.8 | -34

kiszamithato a folyamat elGzetes anyagmérlegéhez tartozo varhato nyereség durva
fels6 korlatja, amit a 3.6 tablazat foglal 6ssze millio $/év-ben kifejezve. (A sze-
lektivitas a (3.1) Osszefliggés szerint a konverzi6 fiiggvénye.) A haszon ennél joval
kisebb, hiszen sem a beruhézasi koltségeket, sem az egyébként elkeriilhetetlen vesz-
teségeket nem vettiik figyelembe.

Nagy konverzié mellett a folyamat biztosan veszteséges. A tablazat szerint nulla
(1) konverzio mellett mitkodhet a folyamat a legelényGsebben, de ez biztosan téves
értelmezés. Kis konverzié mellett a késébb figyelembe veendd beruhazasi koltségek
és lizemeltetési koltségek okoznak majd gondot. A lefuvatott dramot lathatéan
célszertd kis hidrogéntartalom (kis hidrogénveszteség) mellett tartani, viszont ez
ugyancsak a beruhazasi és tizemeltetési koltségek novekedésével jar. Egyel6re nem
tudjuk, hogy a varhaté koltségek mellett is nyereséges lesz-e a technologia. A
tablazat ezt nem zérja ki, igy érdemes tovabb 1épni a reaktor és a visszaforgatas
egylittesének vizsgalatdhoz.

A fenti szamitasok csak az altalanos bemenet-kimenet struktura egyetlen val-
tozatanak kiértékelését jelentik. Szamos alternativat kellene még megvizsgélni.

Igy példaul a tappal bejovs szennyezédéseket a folyamat elején vagy végeén,
szakaszolhat6 folyamat esetében kézbenss terméknél is el lehet tavolitani. A kis-
mennyiségii szennyezést esetleg érdemes atengedni a reaktoron, mert utdna tugyis
sziikség lesz komponens-szétvilasztasra, vagy esetleg a szennyezével azonos vagy
hozza hasonlé melléktermék tgyis keletkezik a folyamatban. Ez ellen hat néhany
egyéb megfontolas. Minél t6bb anyagot engediink at a késziilékeken, annal nagyobb
térfogattinak kell lenniiik, ami tobbletkoltséggel jar. A szennyezés lehet kataliza-
torméreg, ebben az esetben valoszintleg a reaktor el6tt kell eltavolitani, hacsak
nem olcsobb a katalizator cseréje. Az is el6fordulhat, hogy a szennyez komponens
vagy a nyersanyagokkal, vagy valamelyik termékkel azeotrop elegyet képez, vagy
egyéb ok miatt nehezen szétvalaszthato elegyet képez, ekkor a folyamat egy masik
pontjan kell elvalasztani.

Elsfordulhat, egyes el nem reagalt nyersanyagokat (reagenseket) olcsobb elen-
gedni, mint visszaforgatni. Példaul ilyen anyag lehet a levegd (oxidacios reakci-
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6ban), vagy olcsobb egy bizonyos szerves anyag megsemmisitése az egyéb karos
melléktermékekkel egyiitt, mint azokbol valo kinyerése, vagy esetleg az elégetésével
kapott energia értékesebb, mint a kinyert anyag, ha a kinyerési koltséget levonjuk.

A vizsgalt valtozatban a difenilt, mint karos mellékterméket elégetjiik, és flitér-
tékét hasznositjuk. Azonban a difenil reverzibilis reakcioban képz6dik, tehat esetleg
érdemes kinyerni és visszavezetni. A difenil nem halmozodik fel az ilyen folyamat-
ban, mert ha til sok van beléle, akkor a reakcié visszafelé jatszodik le. Allandosult
rog a folyamatban, a konverzi6 pedig a folyamat egészére nézve csaknem 100 %-os
lesz. (Azért "csaknem", mert a szétvalasztoé rendszerben is vannak veszteségek.)

Végiil, a metan és a hidrogén is szétvalaszthato, tehat vizsgalni kellene annak
gazdasagossagat a lefavatéassal szemben.

3.2.3. Reaktor és visszaforgatas

A visszaforgatando komponensekrdl kiilon dontést kell hozni. Példankban ilyen
dontés a difenil sorsa: az égésh@jét hasznositjuk vagy reverzibilis reakcidoban visz-
szaforgatassal egyensilyba hozzuk. Ha ez a dontés megsziiletett, vagy ha egy ilyen
donteési alternativat vizsgalunk, akkor a visszaforgatasi aramok szamat az alkalma-
zott szétvalaszto miiveletek alapjan hatarozhatjuk meg. Ha két visszaforgatando
komponens a tobbi komponenstdl egyiitt is elvalaszthato, anélkiil, hogy kettejiiket
egyméstol is el kellene valasztani, akkor Sket egytlitt vezetjiikk vissza. Ilyen eset
példaul desztillacié alkalmazasakor két olyan komponens, melyek szomszédosak az
illekonysagi sorban. Ha kozéjiik ékel6dott egy termék komponens, akkor eggyel
tobb visszavezetett arammal kell szamolni.

vissza ~

Kompresszor Hiefuv

H,y

Hté.p

———————=>B

Tisp R Ty Reaktor és szétvalaszto rendszer -~ D

Tvissza

3.3. abra. Reaktor és visszaforgatas

A visszavezetett aramok novelik a reaktor méretét és befolyasoljak (javitjak
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vagy rontjak) a konverziot és a szelektivitast. A visszavezetett aramok hétartalma
befolyasolja az exoterm vagy endoterm reaktor miikodését. A visszavezetés tortén-
het a reaktor elé vagy kdzbensd pontba is. Komplex reakciémechanizmusok esetén
t6bb, kiilonbo6z6 reaktortest bonyolultan kapcsolodhat, koztiik h6kozlés, elegyités és
komponensek szétvalasztasa is megvalosulhat. A reaktorok tervezése és modellezése
a vegyipari miveletek targykorébe tartozik, a reaktorrendszerek ill. reaktor-szepa-
rator-rendszerek tervezésével egy késébbi kotetben foglalkozunk. Mindenesetre a
visszaforgatott aramok menyisége és Gsszetétele, illetve a konverzié mértéke befo-
lyasolja a reaktor koltségeit. Példaul, minél kisebb a konverzié, annal tobb anya-
got kell athajtani a reaktoron azonos mennyiségii termék eléréséhez. Kozel nulla
konverzié mellett (ami a 3.6 tablazat latszolag legkedvez&bb esete) nagyon nagy
reaktor kellene.

A folyadékaramok visszaforgatasahoz altalaban szivattyukat hasznalunk, me-
lyek koltsége ezen a szinten nem szamottevs. Figyelembe kell azonban venni a
gazvisszavezetés koltségeit, mert az egyesité — elémelegité — reaktor — hiité — szét-
valaszté rendszer sorban bizonyosan csékken a nyomés, és a gazt a folyamat ele-
jére csak az eredeti nyomés visszaéllitasaval lehet eljuttatni, amihez viszont nagy
beruhazasi és tizemeltetési koltségti kompresszorra van sziikség (3.3 abra). A
kompresszid kozel idedlis gaz esetében konnyen szdmithato, realis gazok esetében
allapotegyenletet kell hasznélni.

A durvan megtervezett reaktorok és kompresszorok koltsége pl. Guthrie mod-
szerével becsiilhets. A beruhéazasi koltségeket valamilyen értékcsokkenési leiras
mobdszerrel 1 évre vetitve, ahhoz az éves anyag- és energiakoltségeket hozzaadva a
varhato éves haszon tjabb durva, de az el6z6nél finomabb felsé korlatjahoz jutunk,
amit a 3.7 tablazat foglal Gssze.

3.7. tablazat. A haszon durva felsé korlatja visszaforgatas alapjan

Y= 0.2 0.4 0.6 0.8
konverzio
0.1 0.97 | 0.95| 0.30 | -1.70
0.2 1.90 | 1.75 | 1.55 | 0.50
0.3 1.90 | 1.75 | 1.73 | 1.00
0.4 1.65 | 1.50 | 1.49 | 0.97
0.5 1.10 | 1.00 | 0.85 | 0.50
0.6 0.05 | -0.02 | -0.28 | -0.47
0.7 -1.90 | -1.91 | -2.25 | -2.29

A fels6 korlat adott lefavatési Osszetétel mellett most mar legalabb mingségileg
helyes, a konverzi6 fiiggvényében maximumos gérbét mutat. A maximum helye y
novekedésével magasabb konverzidértékek felé tolodik el. Ez a tablazat még nem
veszi figyelembe a szétvalaszo rendszer és az energiak6zlé rendszer koltségeit.
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3.2.4. Szétvalaszto rendszer

Szétvalasztani csak azokat a komponenseket kell, melyeket mashové vezetiink. Ha
pl. két melléktermék komponenst is égetésre szanunk, akkor azokat egymastol
nem kell szétvélasztani, hacsak a tébbi komponens kinyeréséhez nincs erre sziikség.
Ugyanigy, a visszavezetett komponenseket sem kell szétvalasztani.

Gaz visszavezetés —~ Lefavatas

1

Para- v. gaz-

visszanyerd
rendszer
para
%
Reaktor- gaz
Tap
—| rendszer
folyadék
O - ;
Folyadék visszavezetés Folyadék

visszanyerd Termékek
rendszer —

3.4. dbra. Szétvalaszto rendszer altalaban

Ha a vizsgalatbol (az egyszertibb targylas kedvéért) kizarjuk a szilard anyago-
kat, akkor a komponens-szétvalaszté rendszer altalaban olyan alaki lehet, amit a
3.4 abra mutat. Sziikség esetén (mint a toluol dealkilezési példaban is) a forr6 ga-
zokat el6szor lehttjiik ("quench"), ekkor a gazok egy része folyadékként lecsapodik.
Ezutan célszerd a gaz- és folyadékfazist kiilonvélasztani egy egyszerd egyensilyi ké-
sziilékben ("flash"). A kapott gazt és folyadékot kiilon érdemes feldolgozni. Széamos
komponens-szétvalaszté miivelet ismert, példaul: atkristalyositas, abszorpcio, ad-
szorpci6, bepéarlas, centrifugélas (mint tilepités), dekantalas, derités, desztillacio,
dializis, elektroforézis, elektrolizis, extrakcio, extraktiv desztillalas, filmbeparlas,
flotalas (asztatas), forditott ozmozis, habflotalas, habfrakcionalas, hipersziirés, ion-
csere, iszapolas, kifagyasztas, kisozas, klatralas, a kromatografia nagyszamu vélto-
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3.5. abra. Hidrodealkilez& rendszer, 1. valtozat

zata, laminaris frakcionalas, magneses szétvalasztds, membransziirés, molekularis
desztillacid, ozmolizis, perforalas, perkolaras, pervaporaléds, porlasztasos szaritas,
rezolvalés, szaritas, szélfajtazas, sziirés, szublimécio, termodiffuzid, zonaolvasztas.

Folyadékok és gézok szétvilasztasdhoz ipari méretekben altalaban elényben ré-
szesitjik a fazisegyensilyi megoszlason alapuld szétvalaszto eljarasokat, bar ajab-
ban a membranmiiveletek is egyre inkdbb elterjednek.

A gazkomponensek kinyerése legegyszertibben frakcional6 cseppfolyositéssal tor-
ténhet, esetleg szelektiv abszorpcidéval. Mindkét esetben folyadékterméket is ka-
punk, amit tovabb kell dolgozni. Ezért a szétvalasztoé rendszer tervezését célszert
a gazvisszanyerd résszel kezdeni.

A folyadékvisszanyerd részben a desztillacio és folyadékextrakcio a legegysze-
riibb, legismertebb, és gyakran a legolcsobb megoldas. A toluol dealkilezésének
folyamata elsé kozelitésben a 3.5 abra szerinti lehet. A reagenseket elémelegitjiik,
a reaktor utan gyors héelvonast alkalmazunk. A flash egységben a komponen-
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3.6. abra. Hidrodealkilez6 rendszer, 6sszevont oszlop valtozat

sek szétvilasa messze nem elég éles, de a pardba keriilt benzolt és toluolt nem
nyerjiik vissza, gazvisszanyerd rendszert nem alkalmazunk, hanem lefavatunk. A
szokéasos un. stabilizalé oszlopban a folyadékfazisban oldott gézkomponensektsl
szabadulunk meg. Ezt koveti legkbnnyebb komponensként a benzol, mint fGtermék
kinyerése. A harmadik oszlop fejében visszanyerjiik az el nem reagalt toluolt, és
fenéktermékként kapjuk a melléktermék difenilt.

A folyadékkomponensek tisztitasa és visszavezetése tobbféle is lehet, vagyis a
3.5 abrahoz képest alternativ megoldasokat is ki kell értékelni. LehetGségiink van
tobbtermékes oszlopok alkalmazéséira, példaul a méasodik két oszlop Osszevonasa-
val, de még inkabb az els§ két oszlop Osszevonasaval (3.6 abra), amire a konnyd
gazok és a benzol illékonysaga kozti kiillonbség lehet&séget biztosit. Lehetdség van,
mint méar emlitettiik, a difenil visszavezetésére, mivel az reverzibilis reakcioban
visszaalakul. Ekkor a difenil-toluol elegyet nem kell szétvéilasztani, és a harmadik
oszlop elhagyhato (3.7 abra). A desztillacio, extrakeio, abszorpcio, kiforralas, stb.
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3.7. abra. Hidrodealkilez6 rendszer, difenil-visszavezetéses valtozat

miiveleteinek kézelité modellezése és tervezése a vegyipari miiveletek targykorébe
tartozik. Az ilyen elemekbdl 4ll6 rendszerek tervezését, a desztillacié energiataka-
rékos megvalositésat, az azeotrop elegyek szétvalasztd rendszereinek kijelolését egy
kés6bbi kotetben targyaljuk.

3.2.5. Energiavisszanyerd rendszer

A toluol hidrodealkilezési példajaban a végss (de még mindig egyszerdsitett) tech-
nologiai folyamatabra a 3.8 dbrahoz hasonlo lehet. A tapot ellenaramban a re-
akciotermékkel elémelegitjiik és kemencében a reakcié hémérsékletére hevitjik. A
desztillalé oszlopokat is a reakcidtermékkel forraljuk ki, illetve integraljuk a toluol
oszlop kondenzatorat a benzol oszlop kiforralasaval. Az e folyamatabranak meg-
felels folyamat allandosult allapotat kiszamitani, az egyes egységeket alkalmasan
méretezni nem trividlis feladat (ez a tulajdonképpeni flowsheeting). Ugyanezt a
feladatot el kell végezni az Osszes igéretes valtozatra is. A hdécserélék, kemencék,
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hiit6rendszerek, hészivattytuk, stb. a vegyipari miiveletek targykorébe tartoznak.
Az energiavisszanyerd rendszerek tervezését egy késébbi kotetben targyaljuk.
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3.8. abra. Hidrodealkilez6 rendszer, integralt valtozat

3.3. Ellendrzd kérdések

1. Milyen koltségbecslé modszereket ismer? Melyik mikor alkalmazhat6?

2. Ismertesse a hierarchikus folyamattervezés dontési szintjeit! Jellemezze azo-
kat!

3. Milyen Osszefiiggés van a reaktorban lejatszo6do folyamat konverzidfoka és
szelektivitasa és a teljes folyamat konverziofoka (és kitermelés) kozott?

4. Mieért alkalmazunk lefavatast és/vagy megcsapolast?

5. Ismertesse a szétvalaszto rendszer altalanos alakjat! Milyen sorrendben ter-
vezné részeit? Milyen szétvalaszto eljarasokat ismer?



4. fejezet

Fuggelék: Numerikus
modszerek

4.1. Zérushelyek

Differenciél- és integralkifejezést nem tartalmazo egyenléségek vatozoinak olyan ér-
tékét (vagy olyan értékeit) keressiik, ahol az egyenlSség teljesiil. Példaul kétvaltozos
egyenletrendszer az alabbi:

sin(z + 2y)/2* = —28.3
x? + cos(y) = 3.5zy

Azt mondjuk, hogy x és y egylitt megoldéasa az egyenletrendszernek, ha mindkét
egyenldség teljesiil. Vezessiink be két aj valtozot (f és g), melyek x és y fliggvényei:

[z, y) = sin(x + 2y) /2> + 28.3
g(z,y) = 2> — 3.5zy + cos(y)

Az f(x,y) és g(z,y) fiiggvények értéke altalaban nem nulla. Azt mondjuk, hogy
r* és y* egyiitt megoldasa az egyenletrendszernek, ha teljestil

flx*,y") =0
gz, y*) =0

Ekkor az [z*, y*| egylittest az egyenlet(rendszer) zérushelyének nevezziik. Nem
minden egyenletnek van zérushelye, és egy-egy egyenletnek tobb zérushelye is le-
het. Adott x és y mellett az f(z,y) és g(z,y) fiiggvényértékeket e fliggvények
maradékanak nevezziik. x* és y* egyilitt megoldasa az egyenletrendszernek, ha
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ezen x és y értékeknél az f(z,y) és g(x,y) maradékok értéke nulla. A zérushelyet
az {f(z,y), g(x,y)} fliggvény(par) zérushelyének is mondjuk.
Az egyenlet(rendszer) altalanos alakja:

f1(5€1,1‘2,...$n) = O

f2($17.’172,...$n> =0

fm(z1,22,...2,) =0

Itt mind az m darab f1, fa,... fm valtozo elvben fiigg(het) mind az n darab x1, xa,
... &y valtozotol. Az xy,xo, ... x, valtozokat fiiggetlen valtozoknak, az fi1, fo, ... fm
valtozokat fiiggd valtozoknak hivjuk.

Az egyenletrendszer tOmor irdasmodjaban mind az x, mind az f valtozokat tomb-
ként (vektorként) jeloljik:

flz)=0

Az egyenlet zérushelyét mindig egy adott tartomanyon keressiik, példaul egyval-
tozos esetben egy intervallumban. Altalaban azonban a vizsgalt tartomany a teljes
tér is lehet.

Az altalanos egyenletnek (egyenletrendszernek) létezhet megoldéasa akkor is, ha
m < n és akkor is, ha m > n.

1. Példa, n =1, m = 2:

f(z,y) =3z(y — 4)

Az [z, y| par [0, 4] értékénél f = 0, tehat a [0, 4] értékpar zérushelye az f(z,y) =0
egyenletnek.
2. Példa,n=2, m=1:
f(@) =3(x+2)

glz)=1+4=x/2

Az x = —2 helyen mind f(z), mind g(x) értéke nulla, vagyis a —2 érték zérushelye
az {f(z) =0, g(xr) = 0} egyenletrendszernek.

A mérnéki gyakorlatban az m = n eset a legfontosabb. A fiiggetlen valtozok n-
dimenzios terében egy pontot (a zérushelyet) altalaban n fliggetlen egyenlettel lehet
kijellni. Példaul az (x, y) sikon (n = 2) egy folytonos és sima vonalat (egyenest
vagy gorbét) egy kétvaltozos f(x,y) = 0 egyenlet ir le (esetleg atrendezhets y =
f*(z) alakba). Egy masik vonalat egy g(z,y) = 0 egyenlettel irhatunk le. Ha
a két vonal metszi egymast, akkor a metszéspont az {f(z,y) = 0, g(z,y) = 0 }
egyenletrendszer zérushelye.

Ha ezekbdl elvesziink egy egyenletet (pl. csak az f(x,y) = 0 egyenletet hagyjuk
meg), akkor altalaban végteleniil sok megoldast kapunk. Folytonos f(z,y) = 0
vonalnak folytonosan végtelen sok megoldasa van (t.i. a vonal minden pontja).
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4.1. abra. Felez6 modszer

Ha ellenben az {f(z,y) = 0, g(z,y) = 0} egyenletrendszerhez hozzavesziink
még egy véletlenszerten kivalasztott harmadik, h(x,y) = 0 vonalat is (m > n),
akkor nagyon kicsi a valosziniisége, hogy a h(z,y) = 0 vonal atmegy az {f(z,y) =
0, g(z,y) = 0} egyenletrendszer zérushelyén. Természetesen lehet ilyen vonalat
talalni, s6t, végtelen sok ilyen vonal van, de a zérushely meghatarozasahoz elegendd
két egyenlet, a harmadik folosleges. Még ha mindharom egyenlet ugyanarra a
valos miiszaki problémaéara vonatkozik is, és helyesen van felirva, akkor is konnyen
eléfordulhat, hogy a mérési vagy szamitasi pontatlansag kovetkeztében a harom
egyenletnek nincs k6z6s megoldasa, mig barmely két egyenlet megoldéasa a helyes
eredmény jo kozelitését szolgaltatna.

Ebben a fejezetben az m = n esetnek megfelel6 nemlinearis egyenletek numeri-
kus megoldaséaval foglalkozunk. A linearis egyenletrendszerek megoldasi modszereit
ismertnek tekintjiik.

4.1.1. Tartomanysziikité modszerek
Felez6 modszer

A felez6 modszer egyvaltozos, a vizsgalt tartomanyon szigortian monoton névekvé
vagy szigortian monoton csokkend fiiggvények zérushelyének megkeresésére alkal-
mas.

Szigorian monoton névekvs fiiggveny pl. az f(x) = 1/(3 — z) — 0.5. Ennek
zérushelyét keressiik pl. a [0.2,2.2] zart intervallumban (4.1. abra). A zérushely
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pontos értéke: 1.0. A felez6 modszer szerint megvizsgaljuk a fliggvény elGjelét az
intervallum két végén. Esetiinkben a baloldalon a fliggvény értéke negativ (kb.
-0.142857143), a jobboldalon értéke pozitiv (pontosan 0.75). Csokkend fiiggvény
esetén az elGjelek ellenkezGek lennének. Ezutan kiszamitjuk az intervallum fele-
zépontjat. Esetiinkben ennek helye: = = (0.2 4+ 2.2)/2 = 1.2. Megvizsgaljuk a
fiiggvény elGjelét a felez6pontban. Ez esetliinkben pozitiv (értéke: 0.05555555. . .).
Ha a felez6pontban vett elGjel megegyezik a baloldali elGjellel, akkor a felez6pont
lesz az 1j baloldal, és igy sziikitjiik az intervallumot. Esetiinkben ennek ellenkez&je
teljesiil: a felez6pontban kapott elGjel a jobboldali elGjellel egyezik meg. Ezért a fe-
lez6pontot az 4j jobboldalnak tekintjiik, és a zérushelyet most mar csak a [0.2,1.2]
intervallumban keressiik. A kovetkezs 1épésben ismét kiszamitjuk a felezGpontot
(értéke: (0.2 4+ 1.2)/2 = 0.7), ebben vizsgaljuk a fiiggvény elGjelét (negativ), és a
megegyezd elGjeld oldal hatarpontjat a felez6pontba helyezziik.

Az eljarast ismételve egyre sziikebb intervallumban keressiik a zérushelyet. A
keresést akkor hagyjuk abba, ha a felez6pontban kapott fliggvényérték elegendGen
megkozeliti a 0.0 értéket, vagy ha az intervallum elegendGen sziik, vagy ha az
intervallum két végén az elGjelek megegyeznek.

Ha valamely 1épésben azt tapasztaljuk, hogy a keres§ intervallum két végén az
elGjelek megegyeznek, akkor vagy nmem monoton valtozastu a fiiggvény (ekkor az
eljaras nem hasznalhato), vagy monoton valtozasa, de a zérushely nincs a vizs-
galt intervallumban (ekkor meg kell keresni azt az intervallumot, melynek két vége
ellenkezd elgjeld).

Az eljaras azért mikodik, mert a megegyezs elGjelii pontok kozti szakaszon a
monoton valtozo fliggvény nem valt elGjelet, tehat ott nullpontja (zérushelye) nem
lehet. Az ilyen szakaszok kizarhatok a keresésbdl.

Tartomanyszikités intervallum-aritmetikaval

Az an. intervallum-algebra az egydimenziés intervallumokkal és tobbdimenzios
téglatestekkel a valos szamokra alkalmazott miiveletekhez hasonld 0sszeadast, kivo-
nast, szorzast és osztast definial, és ezek felhasznalasaval megbizhatéan tulbecsiili
a vizsgalt X tartoméanyon (x € X) az f(x) fliggvény értékkészletét, ugyanakkor
modszerei biztositjak az elegenden szoros becslést is. Ennek alapjan sztikiti azt a
tartoméanyt, ahol zérushely fordulhat elg.

Az ilyen modszerek alkalmasak annak megbizhat6 eldontésére, hogy adott tar-
tomanyon létezhet-e zérushely. Alkalmasak ennek folytan adott tartomanyon tobb
zérushely elkiilonitésére, és az Osszes zérushely megkeresésére. Az intervallum-
modszerek alkalmasak globalis szélsGérték-keresésre is.

E moédszercsoport leirdsa 6nallo jegyzetet igényelne, ezért itt részleteiben nem
targyaljuk.
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4.1.2. Pontkozelitéd moédszerek

A pontkézelité modszerek a keresett a* zérushelyet az (@, x() (=1 gk
x®+tD . sorozattal fokozatosan kozelitik. Az x(® pont a zérushely kezdeti
becslése, altalaban az x(®) pont a zérushely k. becslése. A fokozatosan kozelité
modszerek eljarast adnak a kozelitések egymaés utani szamitasara. A legegyszeriibb
esetben a zérushely k. becslésére az éppen megel6zd kozelitést hasznaljak fol:

zF) = g(xFV) (4.1)
Bonyolultabb esetekben tobb el6z6 becslés értékét is felhasznaljuk:
) = gD k=2 k=3 (4.2)

A pontkozelitd modszerek a fenti (4.1) és (4.2) fliggvények megadasanak modjaban
kiilonboznek.

Tetszbleges f(x) = 0 egyenlet atalakithato @ = g(x) alakba, példaul a g(x) =
f(x) + x definiciéval, de szamos mas modon is. Az atalakitas utan az (4.1) alak
hasznalhato6.

Szamos pontkozelité modszer ismeretes, melyek a kezdeti becslésbdl kiindulva,
illetve adott szamu (el6z6) becslés ismeretében a vizsgalt fliggvényt valamely is-
mert fliggvénnyel (pl. adott fokszamia polinommal) kozelitve a kozelits fliggvény
zérushelyének analitikusan meghatarozott értékét tekintik a zérushely tajabb koze-
litésének. E modszerek koziil itt csak a fokozatos linearizélas modszereit mutatjuk
be, melyek az els6foki kozelitésen alapulnak.

Konvergencia és csillapitas

A fokozatos kézelités akkor sikeres, ha az (0, (), =1 g®) gkt go-
rozat egy x* zérushelyhez konvergal. A gyakorlatban akkor tekintjiik sikeresnek
az eljarast, ha az egy alkalmasan megvalaszthato (®) kezdeti becslésbél, a kivant
zérushelyhez, és elég gyorsan konvergal.

A konvergenciaval kapcsolatos gondokat legjobban az egyvaltozos esetben, az
(4.1) alak hasznélata esetén tudjuk szemléltetni. Legyen ugyanis y = g(x) és ab-
razoljuk a g(z) figgvény grafikonjat az y — x derékszogi koordinata-rendszerben.
Ekkor az f(z) = 0 egyenlet zérushelyeinél, pontosabban a vele ekvivalens = = g(x)
egyenlet zérushelyeinél a g(z) fiiggvény grafikonja metszi a 45-fokos y = = egye-
nest. Keressiik példaul az sin(mx) = 0 egyenlet zérushelyeit (7 = 3.141591...) az
x € [—0.5,2.5] intervallumon. (A zérushelyek: z = 0, x = 1, és x = 2.) Ebben
az esetben f(z) = sin(wx), és legyen példaul g(z) = z + sin(wz)/4. A 4.2. abra
mutatja a g(z) fuggvény grafikonjat, a 45-fokos egyenest, és az egymas utan kovet-
kez6 kozelitéseket, ha a kezdeti becslés az egyik esetben xg = 0.25, a masik esetben
xo = 1.72. Mindkét sorozat az x = 1 zérushelyhez tart. Az x = 0 és az © = 2 zérus-
helyek nem kozelithetdk, azok kornyezetébdl a (4.1) szerinti sorozat tavolodik. Azt
mondhatjuk, hogy az x = 1 zérushely stabil, mig az x = 0 és az © = 2 zérushelyek
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4.2. dbra. g(z) = x + sin(nz)/4

instabilak. A zérushelyek stabilitdsa a g(x) fliggvény grafikonjanak meredekségé-
t6l fiigg a zérushely kornyezetében. Bonyolultabb helyzet adodhat els, ha a g(x)
fliggvény elegendGen visszahajlik. Példaul legyen g(x) = 3.5z — 1.52% (4.3. abra).
Akéarhonnan inditjuk a sorozatot, nem jutunk a zérushely (z* = 1.6666...) koze-
lébe, hacsak nem éppen a zérushelytsl inditunk. Az x = 1 pontbol az x = 2 pontba
jutunk, onnan pedig éppen vissza az x = 1 pontba, majd ez a ciklus ismétédik. Ha a
sorozatot az x = 0.8 pontbdl inditjuk, akkor az egyméast kovetd kozelitések az abra
szerint haladnak, majd a [1.168729824, 2.041660282, 0.893245927, 1.929528315|
pontnégyes kozelébe konvergalnak. Nem is tal bonyolult g(x) fiiggvény esetében
a fliggvény paramétereinek és a sorozat kezd@értékének fiigvényében létrejohetnek
két, harom, négy, stb., tetsz6legesen sok pontbol allo ciklikus hatarhalmazok. Ek-
kor a sorozat nem egy ponthoz konvergal, de nem is divergal, hanem vagy véges
sok pont kozott valtakozik, vagy latszolag rendszerteleniil vesz 6l értékeket.
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4.3. abra. g(x) = 3.5x — 1.5z>

A fenti észrevételek akkor is helyénvalok, ha a zérushely-keress eljarasbol nem
azonnal nyilvanvalo, hogy a (4.1) vagy a (4.2) alakot hasznaljuk, hanem az z(*~1),
2(F=2)stb. korabbi kozelitések mellett az f(x) fiiggvénynek e helyeken vett mara-
dékai szerepelnek az z(®) 1j kozelités kiszamitasara szolgalo Gsszefiiggésben. Ekkor
is az £(¥) = ... Gsszefiiggés jobb oldala tekintendd g(xz(*=1 z(*=2) ) fiiggvény-
nek.

Tobbvaltozos zérushely-keresés esetén szemléltetni sem tudjuk az elgfordulé so-
rozattipusokat. Mindenesetre levonhato a kivetkeztetés, hogy az x(F) = g(a:(kfl))
illetve az %) = g(ax*~1), 2(*=2) gk=3) " fiiggvény alakjatol és a kezdeti becs-
léstsl fliggben lehet az eljaras konvergens vagy nem konvergens. Egyes alakok
egyes becslésekkel jo helyre konvergalnak, més alakok ugyanazon becsléssel, vagy
ugyanazon alakok mas kezdeti becslésekkel esetleg nem konvergélnak. Nincs al-
talanosan hasznalhat6, minden esetben jol konvergalé pontkozelits elja-
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ras. Minden feladattipusra tapasztalati aton kell megkeresni az alkalmas
zérushely-keresé eljarast és annak alkalmas kezdeti becslé modszerét.

Ha az éppen valasztott eljaras nem konvergal, vagy lassan konvergal, esetleg
oszcillal, akkor a csillapitds modszerével egyszertien és olcsén nyerhetiink modosi-
tott £(®) = g(z*=1) illetve *) = g(x*—D £F=2) 2(*+=3) ) alakokat. Legyen
(az altalanos esetben)

2 = az®D 4 (1 — a)g(xFV, g2 k=3 (4.3)

Itt a az un. csillapitasi tényez6. Ha o = 0, akkor az eredeti eredeti eljarast
nem modositottuk, vagyis nincs csillapitdas. Ha o = 1, akkor a legutébbi becslést
nem modositjuk, vagyis ekkor a g(...) fliggvény nem jatszik szerepet. Ekkor azt
mondjuk, hogy a csillapitas 100 %-0s. Ha 0 < « < 1, akkor az 1j becslés a
legutobbi x*~1) pont és az eredeti g(...) eljaras altal javasolt pont kozé huzott
egyenes szakaszra esik, és « irja eld, hogy a szakasz melyik végéhez legyen kozelebb.

Huarmoédszer (szel6 moédszer)

Egyvaltozos fiiggvények esetében két kiilonbozs 2~ és £(F=2) becslésbél az f(x)
fiiggvény megfelels f*=1) = f(z(*=1)) s f(k=2) = f(2x(*=2)) maradékai szamitha-
tok, és ezek egyiitt az f—a sik két kiilonboz6 pontjat hatarozzak meg: (zF=1), f(k=1))
és (z=2), f(+=2)) E két pontra illesztiink egy h(x) = az + b egyenest, majd ennek
zérushelye lesz a kovetkezs kozelités, vagyis z(F).

A h(z) = ax + b egyenes illesztése azt jelenti, hogy az egyenletnek mindkét

ponton at kell haladnia, vagyis teljesiilnie kell az alabbi két egyenlGségnek:

FO=1 — g1 g
FE=2) — g (b=2) 4y

A két egyenletet egymasbol kivonva kapjuk: fF=1) — f(k=2) — g(gp(k=1) _ g(k=2)),
ahonnan

f(k—l) _ f(k—2)
= ph—1) _ p(k-2)

b= fF=D _ gpk—1

a

A h(xz) = ax + b = 0 egyenlet zérushelye © = —b/a-nél van, vagyis az 0j kozelités
igy szamithato:

L) _ (k1) _ P if(k—m =)
2k—1) _ 4(k—2)
Ez az Osszefiiggés jol kifejezi a kozelités lényegét, és analog kifejezés az alabb tar-
gyalt modszerek képleteivel. Lényegesen kevésbé informativ, viszont egyszertibb az
alabbi, atrendezett alak:

FO=D) g (k=2) _ p(h=2) y(k=1)
FO=1) _ f(h-2)

L) —
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4.1. tablazat. Harmodszer, elsé példa

153

k 2(F) f)

0 0.2 -0.142857143
1 2.2 0.75

2 0.52 -0.096774194
3 0.712 -0.062937063
4 1.06912 0.017898575
5 | 0.99004672 | -0.002475998
6 | 0.999656015 | —8.6%107°
7 | 1.000001712 | 4.3%x10°7
8 1 —7.4%10"11

Vegyiik példanak megint az f(z) = 1/(3 — z) — 0.5 fiiggvényt, amit a felezd-
modszer megvilagitasanal mar hasznaltunk.
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4.4. dbra. Hurmoédszer, elsé példa

Legyen a két kezdeti becslés elGszor a felez6modszernél alkalmazott kezdeti in-
tervallum két pontja: z(© = 0.2 és (V) = 2.2. A megfelels maradékok: f(© =
—0.142857143 és f(1) = 0.75. A két pontra illesztett egyenes az z(?) = 0.52 pont-
ban metszi az abszcisszét, ez az j kozelités (4.4. abra). A kozelitések sorozatat az
4.1. tablazat mutatja. Legyen most a két els6 kozelités: 2(0) = 2.2 6s z(1) = 1.6 .
Ekkor a kozelitések sorozatét a 4.2. tablazat, a kozelitések szamitésat és a kozelits
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4.5. dbra. Hurmoédszer, méasodik példa

zérushelyek elhelyezkedését az 4.5. dbra mutatja.

Tobbdimenzios hurmédszer

N darab N-valtozos fiiggvény esetében N + 1 kiilonbo6z8 pont, és az f(x) (vektor)-

fliggvény N + 1 megfelel6 maradékai szamithatok. Az egyszeri jelolés céljabol a

tovabbiakban az x(©, () ... ™) pontokboél és a hozzajuk tartozo f(o), f(l),
c f(N ) maradékokbol az £V +1) 4j kozelités meghatarozasat mutatjuk be.

Ha az (@, 2™, ... ™) pontok nem alkotnak (N — 1)-dimenziés vagy kisebb
dimenzioja linearis sokasdgot (az altaluk kifeszitett linaris tér rangja N), akkor
erre az N +1 darab (2@ O (x® gy (&™) ™)) pontra h(z) = Az+b
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4.2. tablazat. Hurmoédszer, méasodik példa.

k 2 (F) f)

0 2.2 0.75

1 1.6 0.214285714
2 1.36 0.109756098
3 1.108 0.028541226
4 1.01944 0.004907703
5 | 1.00104976 | 0.000262578
6 | 1.000010204 | 2.551 % 10~
7 | 1.000000005 | 1.34%107?

alakt N-dimenzios hipersik illeszthetd:

N
h0($0,.’£1,...$N): E (Lo’i.’ﬂi-l-bo
=0

N
hl(Io,xl,...IN): E al,ixi—i—bl
=0

N

Z‘N) = Z anN,iT; + bn
=0

hn(zo, 21, ...

Az illesztend§ hipersik atmegy mind az N + 1 ponton, tehat

FO =Az® +p

FOZ Az 1 p

FN = Az 4+ p

(A fels6 indexek a zérushely aktualis kozelitését, az alsé indexek az N-dimenzios
tér komponenseit jelolik.)

Vonjuk ki minden egyenletbdl az el6z6t, akkor N vektoregyenletet kapunk, me-
lyekben b nem szerepel. Jelsljik Af®-val az f*) — ¢ =1 kiilonbségeket, és
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Azxz®)-val az ) — £~ kiilsnbségeket. Akkor a kapott N vektoregyenlet:
AfD = AAz®

Af(2) — AAz®

(4.4)

AFN) = AAz™)

A Af(k) oszlopvektorokat (k = 1,2,... N) egymaés mellé helyezve egy NN mé-
retd F matrixot, a Az*) oszlopvektorokbol pedig egy X matrixot kapunk. Ezekkel
(4.4) matrixegyenletként irhato:

F=AX

Innen A = F !X, az f&) = Az™) 1 b egyenletbsl pedig b = fOV) — Az,
A h(zNtD) = AN+ 4 b = 0 egyenldségbe helyettesitve kapjuk a zérushely j
kozelitését:

2N+ — L (N) _ A—lf(N) = ) _ XF—lf(N)
Az F~! inverz szamitasara nincs sziikség. Ehelyett
VD — 2(V) L AV)

ahol AW a7
FAWM) — _Xf(N)

linearis egyenletrendszer megoldasa.

Wegstein modszer

A tébbvaltozos hurmodszer alkalmazasahoz N + 1 kezdeti becslésre van sziikség, és
a modszer sok szamitéassal jar. Ehelyett gyakran alkalmazhato Wegstein javaslata,
hogy az egydimenziés szel6 modszert az egyes skalar valtozok szerint alkalmaz-
zuk, és ne torédjlink a fiiggvény egyéb Osszefliggéseivel. Eszerint tehat N valtozo
esetében a Wegstein mddszer alakja:
(k—1) (k—2) (k—2) (k—1)
25— fi L —fi L
4 k—1 k—2
S

K2

, (i=1,2,...N)

A Newton-modszer

Egyvaltozos, differencialhato fiiggvények esetében egyetlen z(*~1) pontban is line-
arizalhaté a fiiggvény. Ha a derivalt analitikusan szamithato, akkor a zérushely 1j
kozelitése (Newton-modszer):

(k—1)

1
(k) — p(k=1) _ | _ = (k—1)
o\ =
df(x) d
dx
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4.3. tablazat. Newton modszere

28 78
2.2 0.75
1.72 0.28125

1.2592 0.074448529
1.03359232 | 0.008541545
1.000564222 | 0.000141095

=W N = O

avagy roviden
f=1

(k) — p(k=1) _
=2 F7 =)

A hiarmoédszernél alkalmazott mintapéldan a szamitas menetét és a kapott ko-
zelitéseket xg = 2.2 kezdGértékkel a 4.6. abra és a 4.3. tablazat mutatja.

f
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0 //]7
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4.6. abra. Newton modszere

A Newton-modszer a hurmodszer altalanositasa. A hirmoédszerbdl tgy is szar-
maztathatd, hogy a két elézd kozelits zérushelyet szorosan egymashoz kozelitjiik.
Ha a fliggvény analitikusan nem differencialhaté (példaul nem explicit alakban
adott), vagy ha a derivalt analitikus szamitasa nagyon bonyolult, akkor a derival-
tat numerikusan kozelithetjiik:

df _ f(z+dz) — f(z)
dz ~ ox
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Ekkor az (F=2) = 2(*=1) 4 §z helyettesitéssel a Newton-modszer alakja megyezik
a hurmodszer alakjaval.
T6bbdimenzids esetben a fiiggvény parcialis derivaltjaibol képzett Jacobi-matrix

on  oh
aCL‘l 81’]\[
J= R
ofx  0fn
O0zr,  Orn

inverze szerepel az Osszefiiggésben:

2N+ = Z(N) _ 3=1 (V)

A J~1 inverz szamitésara nincs sziikség. Ehelyett

e NVHD — (V) | AN

ahol AW 4
JAW) — _f(N)

linearis egyenletrendszer megoldasa.
Numerikus derivalas esetén a Newton-modszer megyegyezik a tobbdimenzios
htirmodszerrel.

A linearizalé modszerek legfontosabb tulajdonsagai

A Newton-modszer altal generalt sorozat nagyon gyorsan tart a zérushelyhez ha
az f(x) vagy az f(x) fliggvény és annak derivaltjai a zérushely kozelében monoton
valtozastak, és ha a kezdeti becslés a zérushely koézelében van. Ezt a 4.6. abra és
a 4.3. tablazat jol példazza.

Ha ellenben a fiiggvény nem monoton valtozasid, és a kezdeti becslés nincs a
zérushely kozelében, akkor el6fordulhat, hogy a generalt sorozat a zérushelytsl
tavolodik. Ilyen esetet mutat példaképpen a 4.7. abra, ahol a zérushely * = 0.1.
Ha z(*~1 < 0.4, akkor a Newton-modszer j6l mikodik. Ha (=1 > 0.6, akkor a
kovetkez6 zérushely-kozelités még tavolabb keriil a zérushelytsl. Az dbra kiemeli
az £*~1 = 1 esetet, amikor is () ~ 1.346 . Ha z(*~1) ~ 0.55, akkor z(*) nem
szamithatd, mert f' ~ 0. A tobbdimenziés Newton-modszer alkalmazasakor is
eléfordul, hogy egy kozelits zérushelyen a Jacobi-méatrix kozel szingularis, és ekkor
a szamitas nem folytathato.

4.1.3. Atalakitas minimumkereséssé
Elvben barmely f;(x1,x2,...2x) =0 (i = 1,2,... N) egyenletrendszer zérushely-
keresési feladata atalakithaté minimumkeresési feladatta a kovetkezSképpen:

N

min Z f2(z1, 20, ... 2N) (4.5)

{z1,22...xN} Py
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4.7. dbra. A Newton-moédszer alkalmazéasanal el6fordulé problémak

Mivel a célfiiggvény sehol sem negativ, és mivel a zérushelynél a célfiiggvény értéke
nulla, a zérushely egyben a célfiiggvény minimumhelye.

A gyakorlatban e fliggvényeknek altalaban tobb lokalis minimumbhelyiik van,
melyek tobbségénél a fliggvény értéke nem nulla. Példaképpen a 4.8. &abran
felrajzoltunk egy egyvaltozos fliggvényt és annak négyzetét is. Az f(x) fliggvénynek
zérushelye van z =~ 0.08-nal, az f2(x) fiiggvénynek minimumhelye van = ~ 0.08-n4l
és x = 1.21-nél is, ahol viszont f(x)-nek nincs zérushelye. Tobbvaltozos, bonyolult
fliggvényeknél sok lokalis szélsGérték fellepésére szamithatunk.

A szokésos (egyszert) szélséérték-keres§ modszerekkel dltalaban csak a kezdeti
becsléshez tartozo lokalis szélsGértéket talaljuk meg. Eppen ezért a zéruskeresést
nem szokas minimumkereséssé alakitani. Sokkal inkdbb forditva: a lokalis mini-
mumok keresésének feladatat szoktak differencidlassal zérushely-keresési feladatta
alakitani. Példaul a tébbdimenziés Newton-modszert eredetileg tobbvaltozos nem-
linearis fliggvények minimumkeresésének részeként javasoltak: a fliggvény parcialis
derivaltjait nullaval egyenlévé téve, a kapott egyenletrendszer megoldasa lokalis
minimumbhelyet ad (Newton-Rapshson-modszer).

Masrész azonban a globalis szélsGértékkeres6 modszerek (elsGsorban a tarto-
many-sziikitéssel dolgozo szélsGértékkeress modszerek) alkalmasak zérushely-kere-
sésre is.
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4.8. ébra. Zérushelyek és minimumok

4.2. SzélsGértékek

Gyakori feladat egy algebrai kifejezés (fliggvény) optimalizélasa. Ezen kozelebbrsl
a kovetkez6t értjiik:

Adott egy vagy tObb dontési valtozo, ezeket az egyszertiség kedvéért egyiittesen
tombként (vektorként) is jeloljiik. Elsfordulhat, hogy kiilonb6z6 tipust valtozoink
vannak, példaul valos, komplex, egész, logikai valtozok. Most mindezeket egysé-
gesen az x valtozotombbe foglaljuk. Adott e valtozotombnek egy valos vagy egész
értekd fiiggvénye, ezt jeloljik f(x)-szel, és célfiiggvénynek nevezziikk. A tovabbi-
akban, hacsak kiilon nem emlitjiik a nemfolytonos értékeket, mindig valos érték-
készletd célfiiggvényekre gondolunk. Matematikai iratokban illik megadni az f(x)
célfiiggvény értelmezési tartomanyat is, ami az x értékeknek egy olyan halmaza,
melyen f értelmezve van. Mi most ettd] eltekintiink.

A legegyszertibb feladat a célfiiggvény maximalizalasa vagy minimalizalasa a
fliggvény értelmezési tartomanyan. Ha a célfiiggvény elGjelét megvaltoztatjuk, ak-
kor a két feladat felcserélsdik, ezért a tovabbiakban csak minimalizdlasol fogunk
beszélni.

A minimalizalas vagy minimumkeresés egyidejiileg két érték megkeresését je-
lenti. Keressiik elészor is a célfliggvény minimumét, ugyanakkor azonban keres-
siik azt az x értéket is, melyen a célfiiggvény e minimuméat folveszi. Ezt a he-
lyet minimumbhelynek nevezziik. Egy célfiiggvénynek tobb minimumbhelye is lehet.
Példaul az f(z) = cos(x) fliggvény minimuma f,,;, = —1, és minimumbhelyei a
km, k= +1,43,£5... értékek. Néha ezek koziil egyetlen (barmely) minimumhely
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megkeresése a feladat, néha az 6sszes minimumbhely felderitése.

A gyakorlatban mindig meg kell adni az x értékeinek egy olyan €2 halmazat (x €
Q), mely folott keressiik a célfiiggvény minimuméat. Ez azt jelenti, hogy a halmazba
nem tartozo x helyeket kizarjuk a keresésbdl, és az ezeknél folvett f(x) értékeket
kizarjuk az Osszehasonlitasbol. Tehat hiadba van esetleg az f fiiggvénynek kisebb
értéke valamely x ¢ ) pontban, attél még az 2 halmazon talalt legkisebb fiigg-
vényérték a minimum, és ahol ezt az értéket kapjuk, az a pont a minimumbhely. Ezt
az  halmazt megengedett halmaznak nevezziik. (Az angol nyelvii szakirodalom a
"feasible domain’ kifejezést hasznalja.)

Az Q) (megengedett) halmazt a gyakorlatban egyenlgségekkel és egyenlétlensé-
gekkel adjuk meg. A legegyszertibb esetben a megengedett halmaz maga az értel-
mezési tartomany, ekkor megadasa elhagyhato.

A minimumkeresés feladatanak szokasos jel6lése:

min f(a)
g(x) <0
h(z)=0

A "min" jelolés alatt azért tiintetjiik f6l a dontési valtozokat, mert el6fordul, hogy
a célfiiggvény (pl. f(z,y)) még mas valtozoknak (pl. y-nak) is fiiggvénye , és e mas
valtozokat paramétereknek tekintjiik. A minimumkeresésnél e paraméterek értéke
rogzitett. Ha e paraméterek 6l vannak tiintetve a feladatban, akkor az azt jelenti,
hogy a minimalizalast esetleg kiillonb6z6 paraméterértékek mellett is el kell végezni.

A fenti definicié a célfiiggvény globélis optimumara vonatkozik. Ezzel szem-
ben egy folytonos téren értelmezett valods fiiggvény lokilis minimumot vesz ol a
megengedett tartomany minden olyan x belsé pontjaban, melynek tetszélegesen
kicsiny w kornyezetét tekintve megengedett halmaznak, azon x globalis minimum-
hely. Minden olyan globélis minimumbhely, mely a megengedett tartomany belse-
jében van, egyben lokalis minimumbhely is. Péld4aul a 4.8. abra f? fiiggvényének
az 0 < z < 1.6 megengedett tartomanyon két lokalis minimuma van: z ~ 0.08-nal
f=06és x~1.21-nél f =~ 0.4; ezek koziil az els6 globélis minimum.

Jovére vonatkozo terviink a "programunk", és igy a tervezést programozasnak is
mondhatjuk. Mivel pedig a tervezés mindig valamilyen szempont szerint optimalis
tervezést jelent, a szélsGérték-keresést gyakran programozasnak is nevezik.

Ennek alapjan beszéliink linedris programozasrol (jelolése: LP), ha mind a cél-
fiiggvény, mind a megengedett taromanyt kijelols egyenletek a dontési valtozok
linearis fliggvényeit tartalmazzék. (Az egyéb valtozok, azaz paraméterek fligg-
vényében az egyenletek lehetenek nemlineérisak is.) Nemlinedris programozasrél
beszéliink (jelolése: NLP), ha a barmelyik egyenlet nem linearis a dontési valtozok-
ban. Ezek a megnevezések és jelolések folytonos valtozok Gsszefliggs tartomanyan
értelmezett valos célfiiggvény esetére vonatkoznak. Ha a dontési valtozok egész ér-
téktek, akkor integer programozasrol beszélink (IP). Megkiilonboztetiink linearis
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és nemlineéris integer programozasi feladatokat (ILP és INLP). Végiil eléfordul-
nak olyan feladatok, melyekben folytonos és egészértékii valtozok is szerepelnek,
ezek a vegyes egészértékii linedris programozas (MILP) és a vegyes egészértéki
nemlinedris programozéas (MINLP).

Az optimalizalasrol vastag tankonyvek és kézikonyvek olvashatok, és kiilon kur-
zusok foglalkoznak egyes feladataival. Itt csak attekintést adunk az alkalmazhatd
modszerekrdl. A lineéris programozést nem targyaljuk, és elsGsorban az NLP fela-
dattal foglalkozunk.

4.2.1. Lokalis minimumok korlatlan tartomanyon

Ha a megengedett tartomany korlatlan, akkor annak csak belsé pontjai vannak,
igy globélis minimumhelyei egyben lokalis minimumhelyek is. (Ha a tartoméany
korlatos és a globalis minimum helye a tartomany hatarara esik, akkor az esetleg
nem lokalis minimum.)

A lokalis minimumok keresésének leggyakrabban akalmazott modszerei a mini-
mum helyét olyan *) k= 0,1,2,... pontsorozattal kizelitik, melyben a célfiigg-
vény csokken: f(x*tD) < f(x®) < f(x*~1). Altaldban megadunk egy x(®)
kezdeti becslést, majd a k— 1. vagy néhény k—1.,k —2., ... kozelités és a hozzajuk
tartozo fiy_1, fx—o,... értékek alapjan kiszamitunk egy r irdnyt, mely felé haladva
a célfiiggvény (f) értéke varhatoan csokken. Az 2~ kozelitésbol kiindulva az
r irdnyvektor hosszanak valahanyszorosat (pl. tetszélegesen valasztott A-szorosat)
lemérve kapjuk az 1j kozelitést:

x®) = (k=D 4 g (4.6)

Az egyes modszerek az r = r(x®*~1 (=2 ) fiiggvény alakjaban és a A té-
nyezd megadéasanak modjaban kiilonboznek. A legegyszeriibb esetben a A ténye-
z6t allandonak vélasztjuk, esetleg a célfiiggvény csokkenésének mértékétsl fliggGen
szamitjuk. Ha a fliggvénynek van minimuma, és ha sikeril elérni az fr < fr—1
feltétel teljesiilését, akkor a sorozat varhatdéan megkozelit egy lokalis minimumot.
(Korlatlan tartomanyon nincs minden fliggvénynek minimuma. Példaul a lineéris
f(z1, 22, 23) = azxy + bxe + cxs fliggvénynek nincs minimuma a haromdimenzios
valos tér egészén, ha az a, b és ¢ egyiitthatok nullatol kiilonboz6 szamok).

A tovabbiakban, hacsak lehetséges, kétvaltozos célfiiggvényeket mutatunk pél-
daként, mert azokat sikban szintvonalakkal abrazolhatjuk. Foltessziik, hogy az
egydimenziés minimumkeresés nem okoz kiilondsebb nehézséget, és az egyvéltozos
fliggvény csokkenésének irdanyaban megtalaljuk a legkozelebi lokalis minimumot.

Keresés komponensenként

Ez a legegyszertibb keresési modszer. Kiindulva egy &(*~1) pontbol, el6szor az 1.
koordinatat valtoztatva keresiink minimumot, vagyis

min flz1,2e,...2N)
{z1,22,...xN}
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helyett elGszor a

minf(xl,:céo), . .xg\?))
2

feladatot oldjuk meg, kapjuk az () kizelitést, utana a
H;i;l f(xgl), To, 1‘:(31), . a:g\l,))

feladatot, stb, majd a

(mngl), méNﬁl), . xgxfi) )

min f
TN

feladat megoldésa utan djra kezdjiik x;-gyel.

T2

N

1

4.9. dbra. Komponensenkénti keresés modszere

Példaul a 4.9. abran egy kétvaltozos fiiggvény szintvonalait rajzoltuk fol. A
korbejard szintvonalak minimumot zarnak be. Az (x1,22)(®) pontbél, mint kezdeti
becslésbdl kiindulva szamitottuk és dbrazoltuk a minimumkeresés els6 7 1épését. E
lépések a koordinata-tengelyekkel valtakozon parhuzamosak, mert minden lépésben
az egyik tengellyel parhuzamosan keressiik a minimumot.

A leggyorsabb cstkkenés iranyaban keresés modszere

Ez annyiban kiilonbozik a komponensenkénti keresés modszerétsl, hogy nem egy
koordinataval parhuzamosan, hanem egy maésik, kedvezsbb irdnyd egyenes mentén
keresiink. A keresd egyenes iranyat a fliggvény gradiensével hatarozzuk meg.
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T2

(1,22)©

T

4.10. abra. A leggyorsabb csokkenés iranyaban keresés elsg 3 lépése

0f(x)
8.’171

gradf =V f(x)

Of(x)

8(EN

A gradiens-vektor a legnagyobb névekedés irdnyaba mutat, ezért a keresést az ellen-
kez§ irdnyban végezziik. A 4.10. dbran az elsG harom lépés eredményét mutatjuk
be.

Gradiens-modszerek

Elvben hatékonyabb keresést végezhetiink, ha nem egyenes mentén keresiink, ha-
nem minden pontban az aktudlis gradiens szerint 1épiink odébb. Ekkor azonban
meg kell adnunk, hogy az adott ponttol milyen messze 1épiink el. Ezt példaul egy
pozitiv A szorzéval adhatjuk meg, amit a legegyszeriibb esetben alland6 értéken
tartunk:

z®) = 2D _ \gradf(x®1)

A 4.11. Abra és a 4.12. aAbra mutatja a keresés eredményét alkalmasan valasztott
A szorzoval.

Ha a szorzoé értéke nagyon kicsi, akkor majdnem pontosan a gradiens &altal
kijel6lt vonal mentén haladunk, de nagyon sok szémitasi lépéssel, nagyon lassan
kozelitjik a minimumot. Ezt mutatja a 4.13. abra.

Ha ellenben a szorz6 nagyon nagy, akkor a modszer nem képes kévetni a cél-
fliggvény gorbiiletét, és tulmozditja a kozelitést. Ilyen esetet mutat a 4.14. abra.
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Nyilvanvalé, hogy a keresési munka a A\ szorz6 menet kdzbeni valtoztatasaval
csokkenthets. Ennek alkalmas megadasahoz a célfiiggvényt az éppen vizsgalt he-
lyen valamilyen ismert egyszert fiiggvénnyel, példaul masodfoki polinommal kéze-
lithetjiik, és ennek alapjan megadhatjuk A\ optimaélis értékét. Szamos ilyen modszer
ismert. Ilyenek példaul az un. konjugalt gradiens modszerek, melyek A otimalis
érteket a gradf(x*—1) és gradf(x#~2) eltérése alapjan hatarozzak meg. A mé-
sodfoku polinom kozelitésen alapulé modszereket még a kvadratikus programozas
modszereinek is nevezik.

T2

(z1,22)©®

T

4.11. abra. A gradiens-modszer jol valasztott szorzoval -1

T2

1

4.12. abra. A gradiens-modszer jol valasztott szorzéval - 2
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T2

(1,22)©

T

4.13. abra. A gradiens-modszer nagyon kicsi szorzoval

T2

T

4.14. abra. A gradiens-moddszer nagyon nagy szorzoval

Szimplex moédszer és sztochasztikus moédszerek

A gradiens néha analitikusan szamithat6, néha numerikus kozelitést kell alkalmazni.
A parcialis derivaltak numerikus értéke nem mindig pontos, illetve néha nagy hiba-
val jar. A derivaltak szamitasa és a lépésenkénti fliggvény-kiértékelés nagy szami-
tasi igényt jelenthet, ha a fliggvény maga nagyon bonyolult. Tipikusan ilyen eset az
Oszetett folyamatok allandosult allapotanak modellezése és optimalasa. A célfiigg-
vény kiértékeléséhez elGszor meg kell keresni a folyamat allandosult allapotat, ami
egy nagyon nagy méreti, erésen nemlinearis egyenletrendszer megoldasat igényli
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(2.3 alfejezet).

Ilyen esetekben célszerti minél kevesebb helyen kiértékelni a célfliggvényt. Kevés
kiértékelési ponttal is meghatérozhatd a legnagyobb csokkenés koriilbeliili iranya.
A szimplex médszer N-dimenzios fliggvény esetében N + 1, az N-dimenzios linearis
teret kifeszité pont alapjan hatarozza meg a haladési iranyt. A tér kifeszitése azt
jelenti, hogy pl. kétdimenzios linearis térben (sikban) harom nem egy egyenesbe
esd pontbol szamol, harom dimenziés térben négy nem egy sikba esé pontbdl, stb.
Az e pontok altal meghatarozott idomot, testet, stb. nevezziik 2, 3, stb. -dimenzios
szimplexnek.

Kivalasztjuk a legnagyobb célfiiggvény-értéki pontot, legyen ez az egyszertiség
kedvéért éppen az N + 1. pont. Ha egy maésik pont az, akkor szamozzuk at a
pontokat ennek megfeleléen. Ezutan vetitsiik 4t ezt a pontot a szemkozti oldalon,
kisebb értékid pontok alkalmasan stlyozott linearis kombinécidjaval kijeloljik a
szemkozti oldal silypontjat. Példaul pozitiv célfiiggvény esetén alkalmazhatéd suly
a célfiiggvény reciproka:

N
20 — Spm 2®)/f (@)
= N
k= 1/ f(®)
Az N+D pontot az ® ponton keresztiil vetitjiik at:

242 — (N1 3 (50 _ g(N+D)

Egy ilyen vetitést mutat a 4.15. abra.

T2

T1

4.15. abra. Szimplex modszer

A legnagyobb csokkenés iranyat kozelitGen gy is megkereshetjiik, hogy a vizs-
galt pont kis kérnyezetében kis szamu, egyenletes eloszlasi véletlen pontot gene-
ralunk, és az e pontokban szamitott fliggvényértékekre illesztiink egyszeri kozelits
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fliggvényt. E sztochasztikus keres6 moédszereket akkor célszert alkalmazni, ha na-
gyon sok valtozos a célfiiggvény, és az N pont szamitasa is nagyon koltséges.

4.2.2. EgyenlGség-tipusu korlatok

Az egyenl@ség tipusiu korlatozo Gsszefiiggések altalaban felhasznalhatok a keresési
tér fliggetlen valtozoi szamanak csokkentésére. Ehhez vagy ki kell fejezni egyes
valtozokat a tobbi fliggvényében, vagy valtozo-transzformaciot kell alkalmazni.

Legyen példaul a keresési tér az euklidészi sik ({(z,y),z € R,y € R}), és legyen
a korlatozo osszefliggés: h(xz,y) = ax +b—y = 0, ahol a és b valés szamok Ez egy
egyenes egyenlete, vagyis a minimumot az egyenes pontjai folott keressiik. Ekkor
az f(x,y) kétvaltozos célfiiggvényben helyettesithetjik az y valtozot az ax + b ki-
fejezéssel, aminek eredményeképpen az f°(x) modositott, egyvaltozos célfiiggvényt
kapjuk. Ennek minimumhelye egyben az eredeti feladat minimumhelyének = ér-
téke is, a minimum az eredeti minimummal azonos, az y megfelels értékét pedig az
y = ax + b Osszefliggéssel szamithatjuk.

Egy masik, ugyancsak a teljes sikon értelmezett feladat esetében legyen az
egyenlGség-tipusi korlatozo Osszefiiggés h(z,h) = z2 + y*> — r? = 0, ahol az r
egy pozitiv valés szdm. Ez egy kor egyenlete, vagyis erre a korre korlatozzuk
a minimumkeresést. Ekkor egyik valtozo sem fejezhetd ki egyértelmiien a masik
fiiggvényében, de megadhato egy egyvaltozos alak. Az x = rcos(t) és y = rsin(t)
kifejezések helyettesitésével kapjuk az f(x,y) kétvaltozos célfiiggvénnyel ekvivalens
fo(t) egyvaltozos célfiiggvényt, amit a [0, 27) intervallum {6l6tt értelmeziink.

Gyakran azonban olyan bonyolultak az egyenlGség-tipusi korlatok, hogy a fenti
transzforméciés modszerek nem, vagy csak nagy nehézségek aran alkalmazhatok.
Ilyenkor is alkalmazhat6 azonban a Lagrange-féle multiplikdtorok médszere. Legyen
a célfiiggvény f(x,y,...), és legyenek a korlatok hi(z,y,...) =0, ha(x,y,...) =0,
..., sth.

Lagrange modszere szerint a

{wrr;m}f(x,y,) (4.7
hi(z,y,...) =0
ho(z,y,...) =0
feladat helyett a
min fley,...)+ A shi(z,y,...) + e xho(z,y,...)+...  (4.8)

{9, 1,22, }

feladatot oldjuk meg. Bizonyithato, hogy a (4.8) feladat lokilis megoldasainak
[x,y,...] értékei egyben (4.7) lokalis minimumbhelyeit is megadjak.
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4.2.3. EgyenlStlenség-tipusi korlatok
Aktiv korlat és redukalt iranyok

Ha az aktuélis kozelités az egyenlGtlenségek altal kézrefogott megengedett tarto-
méany belsejében van, akkor az egyenlGtlenségek figyelembe vétele nélkiil hataroz-
hatjuk meg a keresési iranyt vagy az aktélis 1épésiranyt. Az adott iranyban vald
keresés kozben, illetve a 1épés végrehajtasa utan ellendrizni kell, hogy az 4j pont is
még a megengedett tartoméanyban van-e. (Azaz ellendrizni kell, hogy teljestilnek-
e a g(x) < 0 feltételi egyenl6tlenségek.) Ha igen, akkor lehet folytatni a kere-
sést, mintha nem is lennének korlatok. Ha nem, akkor megsértettiik valamelyik
egyenl6tlenség-feltételt. Ekkor kideritendd, hogy melyik feltételt sértettiik meg. Ha

4.16. abra. EgyenlGtlenség korlatok

egyszerre tobb feltételt is megsértettiink, akkor is van egy, amit legel§szor sértiink
meg, amint az £*~1) pontboél az x(**)-jelélt pont felé haladunk az ket Gsszekotd
egyenes mentén. Pélaul a 4.16. Abran mind a g1, mind a g, egyenl&tlenség tipust
korlatot megsérti az 2(F*) pontba mutaté mozditas. A két korlat koziil a g; haté-
rolja (ebben az iranyban) a megengedett tartomanyt, ezért itt a g; az tn. aktiv
korlat. Ekkor az &1 és &(**) pontokat Osszekotd egyenes szakasz és az aktiv
korlat metszéspontja lesz az aj kozelités, vagyis az ) pont.

A tovabbiakban azonban a keresést a korlat mentén kell folytatni, mintha az
egyenl@ség-tipusu korlat lenne. Mindaddig ezt kell tenniink, mig a keresési irany
(példaul a leggyorsabb csokkenés iranya) a megengedett tartomany belseje felé nem
mutat, és mig a korlat aktiv marad. (Ha a keresés a tartomany belsejébe vezet,
akkor a korlat mar nem aktiv. Akkor sem aktiv a korlat, ha nem a megengedett
tartomany hataran van, mert egy masik korlat kozelebb van hozza.)
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A keresés iranyat az eredeti keresési térben hatarozzuk meg. Ez az irany varha-
toan vagy kifelé mutat a megengedett tartomanybol, vagy (ritkibban) befelé mutat,
de nagyon valésziniitlen, hogy éppen érintené az egyenlétlenség-tipust aktiv korla-
tot. Ha kifelé mutat, akkor a keresési iranyt, mint vektort az aktiv korlatra vetitve
kereshetiink a korlat mentén, a megengedett tartomany hatiran, a 4.17. Aabra
szerint. Az igy kapott, vetitett iranyokat nevezziik redukalt irdanyoknak. Az abran
az £*t1) pont a megengedett tartomanyon kiviil esik. A mozditas vetiilete az
aktiv korlatra az x*+1) pontot jeldli ki a kovetkezs kozelitésnek.

4.17. abra. Egyenl6tlenség korlatok és redukalt irany

Biintetsfiiggvény

Az egyenlétlenség-tipusi korlatok figyelembe vételének egy méasik modja, hogy a

r{nwi?f ()

g1(x) <0

g2(x) <0

feladat helyett a
rglajl}nf(w) + Pi(g1) + Pa(g2) + - ..
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feladatot oldjuk meg, ahol a P; fliggvények értéke nulla, ha az argumentum nega-
tiv, és meredeken né pozitiv tartomanyban. Vagyis ha teljesiil a korlatozo feltétel,
akkor az eredeti feladatot oldjuk meg, viszont minél inkdbb megsértjiik a feltételt,
annal nagyobb értéket adunk hozza az eredeti célfiiggvényhez. Ezeket a P; hozzaa-
dott fliggvényeket biintetdfiiggvényeknek nevezziik, mert a célfiiggvény novelésével
biintetik a korlatok megsértését. Ha a biintetsfiiggvények elég nagyok, akkor azok
a megengedett tartomany felé terelik a keresést.

4.2.4. Dinamikus programozas

Legyen az optimalizalasi feladat a kovetkezs:

M

U= u(dy, sk, k1)
k=1

sk = Fr(spe—1.dp) (k=1,2,...,M)

min
{d1,d2,....dnr }

[0 = hk(skfhdk) (k:172,,M)}
[0 > gk(sk—ladk) (k:1,2,,M)]

Ilyen tipusu feladat akkor adodik, ha olyan dontések sorozatat kell egyidejtileg op-
timalizalni, melyek sorban befolyasoljak egymaést, és a célfiiggvény az egyes donté-
sektdl fiiggs tagok Gsszege. A dontések és hatasuk logikai kovetkezmény-szerkezetét
a 4.18. abra mutatja. Példaul optimalis iranyitast kivinunk végrehajtani diszkrét

dl d2 dk del d]VI
SO sl 82 skrfl Sk 8M72 SM—l SM
1 2 e k fe M-1 M
ul 'LL2 uk qul ’LLM

4.18. abra. Dinamikus programozés

id6pontokban adott utasitasokkal. Ekkor az egyes id6pontokban a dontés el6tt a
befolyasolni kivant rendszer allapotat irja le az sx_1 tomb, és az utasitast irja le a
dontési valtozok dy tombje. Az utasitas hatasara a kovetkezs beavatkozas el6tt a
rendszer allapota sy, lesz, ezt a hatast az f(sp—1, dy) fliggvény irja le. Az utasitas
hatasat a célfiiggvényre az uy(dg, sk, Sp—1) célfiiggvény-tag irja le. A hy(sg_1,dx)
és g5 (skp—1,dy) fiiggvények az egyes dontésekhez tartozd egyenlGség és egyenl6t-
lenség tipusu korlatok, melyek megléte vagy hidnya nem lényeges tulajdonsaga a
dinamikus programozasi feladatnak.
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Vegyipari tervezési példa az azonos tipusu reaktorok sorozata. Az allapotok az
aramlo anyag fizikai tulajdonségai, a dontési valtozok az egyes reaktorok hémérsék-
lete, nyomasa, térfogata, stb. Cséreaktorok is modellezheték pl. tokéletesen kevert
reaktorok sorozataval.

Mas vegyipari példa az egyszerd extrakciés miivelet ismételt elvégzése. Ekkor
a raffindtum mennyisége és Osszetétele az allapot, és az alkalmazott extrahaloszer
mennyisége az egyes fokozatokban alkalmazott dontési valtozo.

Ha az egyes fokozatokban alkalmazott dontési valtozok szama N, akkor a fela-
dat dontési valtozoinak szdma V' = M * N, ami nagy szam lehet. A minimalizalési
feladat szamitasigénye durvan aranyos az ab" kifejezéssel, ahol a és b konstansok,
vagyis a szamitasigény exponencialisan né V-vel. A szamitasigény azonban lénye-
gesen csokkenthets, ha a fokozatok M szama ketténél nagyobb. Ennek moédja a
kovetkezs.

Ismerjiik az utols6 dontést megel6zd spr—1 allapot lehetséges tartomanyat. E
tartomanyban valasszunk ki, pl. racsszeriien, jellemz§ pontokat, mint lehetséges
allapotokat. Skalar allapotok esetében ez pl. a lehetséges intervallum egyenletes
felosztasaval nyerhetd, kétdimenzios esetben sikracs megadasaval, stb. Igy kapjuk
az spy-1,; (j = 1,2,...,L) jellemz6 allapotpontokat. (Diszkretizaljuk a valtozd
lehetséges tartomanyat.) E diszkrét pontok mindegyikéhez megoldjuk a megfelels

min  ua(dar, S, Sv—1)
{dm}

sv = fu(sm-1,dm)
0=hy(sym—1,dr)

0>gy(sm—1,dn)

feladatot. Ezek eredményei az egyes sy—1,; (j = 1,2,...,L) jellemzd allapot-
pontokhoz tartozo optimaélis dy, ; (j = 1,2,...,L) dontési valtozo vektorok, és a
célfiiggvény-tag megfelel6 optimadlis értekei: Uy, = uyr; (7 =1,2,...,L). Ezeket
akar tablazatosan, akar grafikusan tarolva az sy;_q allapot kiszamitott fliggvénye-
inek tekintjik: dj; = Dar(sp—1), illetve Uy, = War(spr—1)-

Ismerjiik az utolso el6tti dontést megel6z8 spr—o allapot lehetséges tartomanyat
is. E tartomanyt is diszkretizaljuk, és kapjuk az spr—1; (j = 1,2,..., L) jellemzd
allapotpontokat. (Az egyszeriiség kedvéért itt most foltessziik, hogy a pontok L
szama fliggetlen az éppen vizsgalt fokozattol.) E diszkrét pontok mindegyikéhez
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megoldjuk a megfelel

min upr—1(dar—1,8m—1,8m—2) + War(sa—1)
{drnr—1}

svM—1= frp—1(8m—2,dn-1)
0=nhy_1(sm—2,dp—1)
0>gy 1(Sm—2,drr—1)

feladatot. Ezek eredményei az egyes sp—2; (7 =1,2,...,L) jellemz6 allapotpon-
tokhoz tartozo optimalis dj, 4 ; (j = 1,2,..., L) dontési valtozo vektorok, és a
célfiiggvény-részosszeg megfelels optimalis értékei: Uy, ; = (uar—1,; + Unrj)*
(j =1,2,...,L). Ezeket akar tablazatosan, akar grafikusan tarolva az sp;_o alla-
pot kiszadmitott fliggvényeinek tekintjiik: dy;_; = Da—1(sp—2), illetve Uy, =
War—1(sm—2)-

A fokozatokat sorban az utolsotol kezdve visszafelé szamitva altalaban a k. fo-
kozatban diszkretizaljuk az s;_; allapot lehetséges tartoméanyat, kapjuk az sp_1 ;
(j =1,2,...,L) jellemzs allapotpontokat, és e diszkrét pontok mindegyikéhez meg-
oldjuk a megfelels

min  ug(di, Sk, Sk—1) + Wit1(sk)
{dx}

s = fr(sk—1,d)
0 = hy(sk—1,di)
0> g,(sk—1,dr)

feladatot. Ezek eredményei az egyes sp_1,; (j = 1,2,...,L) jellemzd allapot-
pontokhoz tartozé optimalis dz,j (j = 1,2,...,L) dontési valtozo vektorok, és
a célfliggvény-részosszeg megfelels optimalis értékei: Uy ; = (ukj + Ukg1,5)* (J =
1,2,...,L). Ezeket akar tablazatosan, akar grafikusan tarolva az sj;_; allapot ki-
szamitott fliggvényeinek tekintjik: dj, = Dy (sk_1), illetve U} = Wi (sg—1).

A legelss fokozatban (k = 1) az s allapot altalaban adott, egyetlen pont, ekkor
egyetlen optimalizalasi feladatot kell megoldanunk L helyett. Ha ezt is elvégeztiik,
akkor elGszor is mar ismerjiik a célfiiggvény optimumaét, masodszor pedig a foko-
zatokon el6re haladva, vagyis sorban az 1., 2., ..., M. fokozaton végighaladva a
tarolt Dy és Wy, fliggvények, valamint az eleve ismert f, fliggvények felhasznala-
saval egyszertien kiszamitjuk minden fokozat optimalis d; dontési vektorat, és a
hozz4a tartozo sj, kapott allapotot.

Az egyes optimalizalasi feladatok szamitasigénye ab™. A k = 1 esetet kivéve a
sziikséges szamitasigény ennek L-szerese, mivel L optimalizalast végziink. A teljes
szamitasigény kb. a[l + (M —1)L]bY. Vagyis, mig eredetileg a szamitasigény
bM*N_pel lenne aranyos, a dinamikus programozas alkalmazasaval a szamitasigény
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csak bN-nel aranyos, ami lényeges, altalaban nagysagrendi csokkenést okoz. Az
1+ (M — 1)L tényezd novels hatéasa elhanyagolhatéd a kitevs csokkentése mellett.

4.2.5. Globalis optimumkeresés
Konvex és konkav alakzatok. Korlatozas és szétvalasztas.

Folytonos tér valamely €2 halmazat konvex halmaznak nevezziik, ha barmely két
1 és x2 elemére (x1 € Q,x1 € Q) az azokat Osszekots egyenes szakasz minden
eleme is eleme az Q halmaznak: axq+ (1 —a)ze € , (0 < a < 1). Példaul konvex
alakzat egy kor vagy egy ellipszis a sikban, vagy konvex minden egyenes szakasz.
180 foknal nagyobb bels§ szdgl sokszdg nem konvex.

Hasonloképpen, egy f(x) fliggvényt konvex fiiggvénynek neveziink, ha Gssze-
fliggs értelmezési taromanyanak barmely két @ és xo pontjat Gsszekotd egyenes
szakasz pontjaiban a fiiggvény értéke nagyobb, mint az (x1, f(x1)) és az (2,
f(x2)) pontokat Osszekotd egyenes szakasz f-koordinatéja. Pontosabban legyen
f1 = f(x1), fo = f(x2), és legyen @ = axq + (1 — a)xo, ahol 0 < a < 1. Ekkor
teljesiilnie kell, hogy f(x) < af; + (1 — ) fo.
kell teljesiilnie, hogy f(x) > afi + (1 — ) fa.

Konvex fiiggvény pl. az exponenialis fliggvény, mig konkav fiiggvény a logaritmus-
fiiggvény. A szinusz-fliggvény sem nem konvex, sem nem konkav, de 0 és 7 kozott
konkav, 7 és 2w kozott konvex.

A globalis optimum keresésénél legtébbszor felhasznaljuk a konvex
halmazokon értelmezett konvex fiiggvények azon tulajdonsagat, hogy
azok lokalis szélsGértéke egyben globalis szélsGérték is.

Valasszuk szét az f(x) célfiiggvény 2 megengedett tartomanyat elkiilonols, csak
a hatarokon érintkezé w; konvex részhalmazokra: Q = U;w;, és kozelitsiik alulrél a
célfiiggvényt az egyes w; résztartomanyokon alkalmas ¢;(x) konvex fiiggvényekkel.
E konvex fiiggvények minimuma viszonylag kénnyen meghatarozhato, és biztosan
nem nagyobb, mint az eredeti f(x) fiiggvény minimuma ugyanazon az w; résztarto-
manyon. Vizsgaljuk meg egy tetszGleges w; résztartomany tetsz6leges & pontjaban
fi = f(z) értékét, és hasonlitsuk Ossze egy masik, w; résztartoményon a ¢,(x)
fliggvény minimuméval, amit jeloljiink ¢7-gal. Ha f; < ¢}, akkor az w; résztarto-
méany barmely pontjaban a célfiiggvény értéke biztosan nagyobb, mint f;, vagyis az
wj; résztartomany biztosan nem tartalmaz globalis minimumot, és igy a keresésbdl
kizarhato.

A Szétvalasztas és korlatozas (Branch and bound) modszere ezen alapul.
A vizsgalt tartomanyt két vagy tobb konvex részre vagjuk, ezek folott a célfiiggvényt
alkalmas konvex fliggvénnyel alulrol kozelitjiik, és Gsszehasonlitasokkal kizarjuk a
kizarhato résztartomanyokat. A megmaradé résztartoményokat tovabb szabdaljuk
kisebb konvex tartomanyokra, azokat is alulrdl kozelitjiik konvex fiiggvényekkel,
majd kizarjuk a biztosan nagyobb célfiiggvény-értéki résztartomanyokat. Ezt az
eljarast ismételve egyre sziikithetd az a tartomany, mely a globélis minimumot rejti,
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s végiil elegendGen kicsiny tartoméanyt kapunk, melynek kozéppontjat tekinthetjiik
minimumbhelynek.

A modszernek van olyan valtozata is, melyben a konvex résztartoméanyok a nem-
megengedett tartoméany elemeit is tartalmazhatjak. E valtozatnal a kozelité konvex
fliggvény minimumhelyét még a megengedettség szempontjabol is vizsgalni kell.
Az Gsszehasonlitashoz csak az olyan minimum hasznalhaté f6l, mely megengedett
tartomanyba esik. Ellenkez& esetben a résztartomanyt tovabb kell bontani kisebb
konvex tartomanyokra.

A keresést segitheti a célfiiggvény tjabb kozelitése f6liilrdl, konkav fliggvények-
kel. Az also és f6ls6 kozelitések egyiittes alkalmazasa meggyorsithatja a szélsGérték
keresését.

Intervallum-aritmetika

A 4.1.1 alfejezetben emlitett modszerek, vagyis az intervallum-aritmetika mod-
szerei eredetileg is globalis szélsGérték-keresésre késziiltek. Ezen nem csak az ér-
tendd, hogy a globalis értéket hatarozzak meg, hanem az is, hogy ha tobb helyen
is folveszi a fiiggvény ugyanazt a globalis szélsGértéket, akkor az Osszes ilyen hely
megkeresheté. Az intervallum-algebra modszerei a célfiiggvény értékkészletének
szoros becslésével hatarozzak meg a minimumnak a tartomanyok (intervallumok)

folotti also kozelitését.

4.2.6. Nemfolytonos valtozok

Az egészértéki valtozo értékhalmaza egyes esetekben folytonos térbe agyazhato.
Peéldaul bizonyos (egész) szamu elemet kell vasarolnunk, de ehelyett az elemszé-
mot folytonos valtozonak tekintve optimalizalunk, majd a kapott optimumhelyhez
kozeli szamiu elemet alkalmazunk. Ez az eljaras azonban nem mindig megbizhato.
Konnyen eléfordulhat, hogy a folytonos fliggvény minimumbhelye pl. 3 és 4 kozé
esik (pl. 3.26), de az egész argumentumok koziil 5-nél a legkisebb a célfiiggvény
értéke.

Az is gyakori, hogy a dontési valtozo nem hagyomanyos mennyiség, vagyis nem
szam. Példaul szint kell valasztani, vagy anyagtipust, esetleg késziilékfajtat. Ilyen-
kor is megszamozhatjuk a valasztéasi lehetGségeket: 1, 2, 3, stb., de itt alkalmaz-
hatnank mas sorszamozast is, az elemek tetszdélegesen rendezheték sorba.

To6bb nemfolytonos valtozo esetében, ha azok értéke egymastol fliggetlentil va-
laszthato, a valtozatok szama szorzédik. Példaul ha az x1 valtozo lehetséges értéke-
inek szama 8, az xo valtozo lehetséges értékeinek szama pedig 5, akkor a lehetséges
(z1, z2) értékparok szama 8 x 5 = 40. Tobb, esetleg sok nemfolytonos valtozo
esetében a lehetséges értékkombinacidk szama nagyon nagy is lehet.

Az ilyen feladatok "természetesen kinalkozo" megoldasi modszere az Gsszes le-
hetséges értékkombinacio egyenkénti megvizsgalasa (kiértékelése), majd azok sz-
szehasonlitdsa. Ezt teljes leszamlalasnak nevezziik. Mivel ez kombinatorikus
feladat, kombinatorikus kifejtésrdl is szokas beszélni. A megfelel6 angol com-
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binatorial explosion kifejezés rossz magyar forditasa a "kombinatorikus robba-
nas", azonban ez nagyon is kifejezi a lényeget: a valtozok szamanak névelésével
robbanasszertien né a kombinaciok szdma.

Ha a nemfolytonos dontési valtozok mellett folytonosak is vannak, akkor a kom-
binatorikus kifejtés minden értékkombinacio mellett még egy-egy folytonos optima-
lizalasi feladat elvégzését is jelenti.

Egyes esetekben olyan nagy a lehetséges értékkombinaciok szama, hogy pusztéan
azok Osszegytjtése és felsorolasa is gyakorlatilag lehetetlen. Mas esetekben a fel-
sorolas ugyan lehetséges, de a til sok kiértékelés elfogadhatatlanul hosszadalmassa
tenné a feladat megoldasat. Ezért fejlesztettek ki olyan moédszereket, melyekkel
elkeriilhet§ a teljes leszamlalas.

Implicit leszamlalasok

Tegyiik f6l, hogy a lehetséges valtozatok felsorolhatok, de az egyes valtozatok ki-
értékeléséhez a folytonos valtozok szerint optimalizalni kell, és ez tul sokaig tart.
Példaul a lehetséges valtozatok szama 100 000, és minden egyes valtozat optimali-
zalasa atlagosan 30 percet vesz igénybe. A teljes leszamlalas ideje ekkor tobb, mint
5 év (pihenési id6ket nem szamitva). Talalunk azonban, vagy alkotunk egy gyorsan
szamithato kozelits eljarast, ami megbizhatéan alulrdl becsli az optimumot. Ha ez
a kozelités pl. 0.1 masodperc alatt meghatarozhato, akkor 100 000 valtozat kozelitd
kiértékelése kb. 1.5 6raig tart.

Rendezziik sorba ezeket a valtozatokat a kozelité optimum szerint névekvéen.
Ezutan optimalizéljuk az eredeti célfiiggvény szerint sorra az 1., a 2., a 3. valto-
zatot, stb. Ha a kozelités elég jo, akkor eredményiil egy olyan tablazatot kapunk,
ami (a konkrét szamoktol eltekintve) a 4.4. tablazathoz hasonlit. Az igazi op-
timumok nagyobbak, mint a koézelité optimumok, mert a kozelités megbizhatdéan
alulrol kozelit.

A Kkozelits eljaras szerinti 5. legjobb valtozat optimalizélasa utan méar nincs
sziikség a tobbi valtozat optimalizalasara, mert az 0sszes tobbi valtozat minimuma
bizonyosan nagyobb, mint a 6. valtozat kozelité minimuma, ami viszont nagyobb,
mint az eddig talalt igazi minimumok legkisebbje. Az optimum értéke 1253.6, és a
sorban a 4. valtozat az optimalis. Eszerint megtalaltuk a globéalis minimumot, és
ehhez 6sszesen kb. 1.5+5 x 0.5 = 3 ora szamitasra volt sziikség. A 100 000 valtozat
talnyomo tobbségét nem optimalizaltuk, azaz nem értékeltiik ki egzaktul, hanem
csak becslést végeztiink. Erre mondjuk azt, hogy implicit leszamlaldst végeztiink.

Nemfolytonos (egészértékd és vegyes egészértéki) programozasi feladatokban is
alkalmazzak a részleges leszamlalas kiilonféle valtozatait. Altalaban a szétvalasztas
és korlatozas modszerét alkalmazzéak, vagyis nem egyszertien sorba rendeznek (mint
a fenti példaban), hanem elagazé strukturakat épitenek 61, és az egyes agakat lehet
implicit modon leszamlalni.

Példaképpen egy Osszerendelési feladat megoldasat mutatjuk be. Figyelem! E
feladat megoldasara hatékonyabb médszerek is ismertek, azokat alkalmazzak. Itt
azért oldjuk meg ezt a feladatot, mert ezen jol kovetheté a megoldés, és megérthetd
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4.4. tablazat. Implicit leszamlalas

sorszam | kozelit§ minimum | egzakt minimum

1 126.0 1277.2
2 127.8 2013.1
3 674.2 1321.8
4 1021.9
5 1203.0 1843.2
6 -

7 1506.2 -

8 1506.8 -

9 2017.4 -

stb. stb. stb.

a modszer alapelve. A példa jol mutatja a tiltott megoldasok figyelembe vételének
lehetGségét is.

Feladatunkban négy férfi valasz part magénak négy né koziil. Mind a négy férfi
ugyanazon négy { Ny, No, N3, és N4} n6 koziil valaszt. Négy dontési valtozonk Fi,
Iy, F3, és Fy értékként az egyes férfiak altal valasztott né nevét, vagyis egyenként
az N1, No, N3, és N4 nevek egyikét veszi fol.

Ha barmely férfi barmely nét valaszthatja a tobbiek valasztasatol fiiggetlentil,
akkor 4% = 256-féleképpen vélaszthatnak part. Ekkor egy-egy nd tobb férfinak
is lehet parja, mikozben mas nok esetleg par nélkiil maradnak. (Csak a férfiak
valasztanak.) Feladatunkban azonban elsirjuk, hogy nem vélaszthatjak ketten vagy
tobben ugyanazt a nét. E korlatozassal a megengedett megoldasok szama 4 x 3 X
2x1=24.

Feladatunk a parok olyan kivalasztasa (a férfiak és a nék olyan egymashoz ren-
delése), melyben 10 év alatt a négy parnal dsszesen elhangzo hangos veszekedések
szama minimalis. Az egyes elképzelt paroknal 10 év alatt elhangz6 hangos veszeke-
dések szamat allandénak tekintve, azokat egy matrixba foglaltuk, és a 4.19. abra
fels6 részében mutatjuk meg.

Barmely négy valasztas (az [Fy, Fy, F3, Fy| tomb barmely értéke) a matrix
négy kiilonboz6 elemét valasztja ki, és a minimalizalandé célfiiggvény e négy elem
Osszege. Formaélisan a feladat igy frhato le:

4
min U= E Mg, ;
{F1,F2,F3,F,} o1 )

4
S Mji=1 (j=1,2,34)
=1

1< F,<4,F egész (i =1,2,3,4)
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Fy Fy F3 Iy
Ni|94{1)54 |68
N N2 {74110 |88 |82
" N3 |62(88(8)76
Na(11)74 181 (21
94 1154168 94 (1 )54 |68 94 {1 (5468 94 {1 )54 (68
o, [74110)88 |82 N 74 |10 88182 . 7410 |88 |82 S 7410 |88 |82
6288 (8|76 6288 (8 |76 62 88876 6288 (8 |76
11|74 |81 (21 11|74 |81 (21 11|74 |81 (21 11 748121
Zt =133, M Z? =104, M Z3 =138, T 7t =88, T
L. I1.
94 (1 54768 94| 1 |54 (68 94| 1 (54 )68
74110 |88 |82 74 (10 8882 74 110 |88 |82
6 62lss (8 )76) | le2lss(8)76| |62 [s8) 8 176
11 74 8T 21 11 74 8T 121 11 74 8T 121
Zyt =96, T Zy? =97, M Zy® =221, T
94 [ 1 /54168 94 [ 1 /54168
74 |10 (88 B8 7410 |88 (82
" lealss| s (76] " l62ss 8 F76-
1174181121 111748121
Zy'? =116, M Zy'? =102, M

4.19. abra. Osszerendelési feladat megoldasa a szétvalasztés és korlatozas modsze-
rével
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A korlatozas és szétvalasztas modszerénél alulrol kozelitjik az optimumot a
korlatozo feltételek egy részének elhagyasaval. A feltételek elhagyésa teszi lehetévé
az optimum als6 kozelitését.

Kiindulasként minden korlatot elhagyunk, vagyis barmelyik férfi barmelyik nét
véalaszthatja. Ekkor az egyes férfiak egymastol fiiggetleniil valaszthatjak ki a legke-
vesebb veszekedést hozo nét. Ezt mutatja a 4.19. abra 1. méatrixa. Az igy nyert
becslés (41) biztosan nem nagyobb, mintha korlatozasokkal arra kényszeritettiik
volna a férfiakat, hogy veszekedGsebb parokat is valasszanak.

Ha a kapott valasztas véletleniil kielégitené a korlatozo feltételeket, akkor mar
meg is oldottuk volna a feladatot, hiszen ennél jobb megoldast nem taladlhatunk.
Mivel azonban e megoldasnal az N4 nd két férfihoz is tartozik, ez nem megengedett,
hanem tiltott megoldas, amit egy T bettvel jelziink.

A megoldas tiltott, de a korlatozasok figyelembe vételével kaphatunk megenge-
dett, bar veszekedGsebb megoldasokat. Vilasszuk szét a lehetGségeket az Fy férfi
lehetséges valasztasai szerint, majd részleges korlatozaskét vegyiik figyelembe az 6
valasztasat, amikor a tobbi férfi valaszt part. Azért részleges csak a korlatozés,
mert a tobbi férfi egymas kozti korlatozasat nem vessziik figyelembe.

Az Fy férfi lehetséges valasztasait a 4.19. abra méasodik sora mutatja (2., 3.,
4. és 5. matrix). A korlatozasokat a tiltott valasztasok kihuzéasaval jeloltiik.

Ha Fy = Ny, vagyis ha F} lefoglalja Nj-et, akkor a maradékbol a tobbi férfi kor-
latozas nélkiili optimélis valasztésa véletleniil éppen megengedett megoldas, amit
egy M betd jelol a 2. méatrix alatt. Ez az elsének talalt megengedett megoldas,
értéke 133. Amig nem talalunk ennél kisebb értékii megoldast, addig ezt tekintjiik
az optimalis megoldas jeloltjének.

Ha F} = Ny, vagyis ha F; N»-6t foglalja le, akkor a maradékbol a tobbi férfi
korlatozéas nélkilli optimélis valasztésa véletleniil szintén megengedett megoldés,
amit egy M beti jel6l a 3. matrix alatt. Mivel ez a megengedett megoldés jobb
(104), mint a korabbi, innen kezdve ez az optimumjelolt.

Ha Fy} = N3, vagyis ha F; Ns-at foglalja le, akkor a maradékbol a tobbi férfi
korlatozas nélkiili optimalis valasztasa (értéke 138) tiltott megoldas, amit egy T
betii jelol a 4. méatrix alatt. Mivel ez a megoldas rosszabb, mint az eddigi legjobb
megengedett megoldés (rosszabb, mint az aktualis optimumjeldlt, jelen esetben a
II. jeld 3. matrix, 104-es értékkel), és mivel a tobbi férfi jobban nem vélaszthat, az
F} = Nj valasztassal a tovabbiakban nem kell foglalkozni.

Az Fy = Ny esetben (5. matrix) olyan tiltott megoldast kapunk, aminek értéke
(88) kisebb az aktualis jelolt értékénél. A tobbi férfi mas valasztasai kozott esetleg
taldlunk olyan megengedett megoldast, ami a két érték kozott van, tehat jobb
a jelenleginél. Ezért ezt az agat tovabb bontjuk az F, férfi maradék valasztasi
lehet&ségei szerint. Ezt mutatja az abra harmadik sora.

Az F| = N, valasztas utan az Fy férfi mas csak harom né koziil valaszthat. E
valasztasokat rogziti a 6., 7., és 8. matrix, az F, férfi valasztasanak kévetkezmé-
nyeivel. Most mar a maradék két férfi csak egymastol fliggetleniil vilaszthat két né
koziil, az elsé két férfi valasztasat, mint korlatozast figyelembe véve.

Ahogy egyre tobb férfi valasztasa szerint dgaztatjuk el a feladatot, ugy egyre
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tobb korlatozo Osszefliggést vesziink figyelembe, és végiil minden korlatozast tekin-
tetbe vesziink.

Konkrét feladatunk optimalis megoldasat a harmadszorra talalt jelolt, a 7. méat-
rix mutatja. Az optimum biztos megtalalasahoz 6sszesen 10 megoldast kellett kiér-
tékelni a 24 megengedett megoldas helyett. A 10 kiértékelt megoldast viszont nem
a megengedettek, hanem az Gsszes 256 megoldas koziil valasztottuk ki.

Az MINLP feladatok megoldasanél a fentitdl eltérd, kiilonféle korlatozasi és
becslési modszereket is alkalmaznak. A fenti példa csak egyfajta alapelvet mutatott
be.

Szimulalt hékezelés (simulated annealing)

A fémmegmunkalasban hékezelésnek (is) hivjak a fém belsd fesziiltségének csok-
kentésére szolgald olyan eljarast, melyben az anyagot el6szor megizzitjak, majd
szigoriian eldirt program szerint lassan csokkentik hémérsékletét. Hirtelen leht-
téskor nincs id6 a termodinamikai egyensily kialakulaséra, és magas energiaszinti
mikrokristalyos szerkezet alakul ki. Lasst hiitéskor alacsonyabb energiaszintii szer-
kezet is létre tud jonni. Az elGzetes melegitésre azért van sziikség, hogy kikeriiljiink
az aktuélis lokalis minimumbhelyrdl.

A termodinamikai statisztikus sokasagok elmélete szerint egy-egy s mikroéalla-
pot P(s) valoszintisége aranyos az exp(—%) kifejezéssel, ahol E a mikro4llapot
energidja, T a termodinamikai hémérséklet, és k egy univerzalis alland6. Minél

A szimulalt hékezelés modszerénél az E energia szerepét az f(d) célfiiggvény
veszi at, allapotnak pedig a dontési valtozok d adott értékeét tekintjiik. Onkényesen
folvett T paraméter mellett a d dontési valtozok aktuélis értékét tgy modositjuk,
hogy a modositott értéket a P(d) ~ exp(—@) valoszintiséggel fogadjuk el, és
(1 — P(d)) valoszintiséggel vetjiik el. E modositasok soran a célfiiggvény értéke
nagyrészt csokken, de bizonyos valoszintiséggel nShet is. Bizonyos szamua 1épés
utan csokkentjiik T' értékét, és megismételjiik a lépeget eljarast, majd Gjra és tjra
csokentjiil T értékét az eldirt program szerint. Minél kisebb T', annél kisebb a cél-
fliggvény novekedésének valoszintisége, viszont a mégoly kis névekedési valoszintiség
is reményt ad arra, hogy elkeriiljiik a globalis optimumtoél tavoli lokalis optimumhoz
konvergalast.

A modszer alkalmazasanal az egyes feladattipusokhoz kiilon-kiilon ki kell fej-
leszteni a dontési valtozok modositdsanak algoritmusat, és ki kell kisérletezni az
alkalmas hiitési programot.

Genetikus algoritmusok

E modszerek a biologiai evoltcio természetes kivalasztodasi folyamatat utanozzak.
A dontési valtozok egy-egy adott d értékét egy-egy "bioldgiai egyed" génallomanya-
nak tekintik, ami az 6roklédés soran valtozhat. A modszerek nem egy-egy egyed
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fejlédését szimuléaljak, hanem egy populacidét, vagyis az egyedek adott méretd hal-
mazaval foglalkoznak.

A célfiiggvényt tgy tekintjiik, mint ami az 6roklgdéssel létrejovs egyedek élet-
revalosdgat méri (az angol nyelvi szakirodalom a fittness /"fitnesz", edzettség/
kifejezést hasznalja). Az életrevalobb egyedek génalloménya nagyobb valoszint-
séggel oroklgdik, mint a gyengéké, de a gyengébbek génjei is 6roklgdnek bizonyos
valoszintiséggel.

A modszer alkalmazasahoz meg kell adni, hogy mit tekintiink géneknek, ho-
gyan modosithatok ezek, és hogyan lehet az ivaros szaporodashoz hasonlé kettds
oroklédést szimulalni (a gének mely részei tekinthetSk 6nallé egységeknek).

Az algoritmus durvan a kovetkezs:

1. Véletlenszertien generalunk egy populaciot.

2. Kiszamitjuk az egyedekhez tartozo célfiiggvény-értékeket (fittness). Kisza-
mitjuk ezeknek atlagat a teljes populaciora, esetleg a minimalis és maximalis érté-
keket is.

3. A kiszamitott fittness-értékektdl fliggben létrehozzuk a kovetkezs generéciot.
(Ez a lényeges 1épés, amit alabb még részleteziink.)

4. Tsmétlés a 2. ponttol.

5. Bizonyos szamu generacié utan, vagy ha a fittness-atlag vagy minimum-
maximum nem valtozik, befejezettnek tekintjiik az algoritmust.

Az 0j generaci6 létrehozéasanél tobbféleképp is eljarhatunk. Egy lehetséges meg-
oldés pl. az alabbi:

3.1 A legjobb egyedek néhanyat (pl. a 3 legjobbat) valtoztatas nélkiil atvessziik
az 1j generacioba (megdérzés, avagy reprodukcio).

3.2. A tobbieket a fitness-nek megfelel§ valoszintiség szerint valasztjuk be abba
a korbe, amib6l az 0j generaci6é 6roklgdik.

3.3. Az oroklédési korbe valasztott egyedek koziil véletlenszertien parokat va-
lasztva, azok kozott keresztezddéseket hozunk létre. Ha az i. egyed génsorozata
Ai, By, Ci, ..., Z;, a j. egyedé A;, B;, Cj, ..., Z;, akkor ket egy véletlenszertien
kivalasztott helyen, pl. K és L kozott elvagva "tévesen" illesztjiik Ossze ujra. A
két modosult elem egyike A;, By, ..., Ky, Lj, M;, ..., Z;, a masik pedig A;, B;,
oo Ky, Ly, My, ..., Z;.

3.4. Az eddigiek szerint létrehozott egyedek koziil véletlenszertien kivalasztunk
néhany (véletlen, vagy elére rogzitett szamu) egyedet, és azok ugyancsak véletleniil
kivalasztott génjeiben bizonyos (alacsony) valoszintiséggel valtozasokat generalunk
(mutécio). A legegyszertibb mutacios eljaras az egyes bitek atforditasa (0/1), de
bonyolultabb megoldasok is alkalmazhatok. Természetesen mas sorrendek és kiva-
lasztési eljarasok is lehetségesek.

A kivalasztasok és a mutéacié soran alkalmazott valoszintiségek az eljaras para-
méterei, melyeket az adott feladattipushoz gondosan ki kell kisérletezni. Ugyancsak
lényeges paraméter a populacié mérete.

Elvben a reprodukcid, a keresztezés és a mutacio egyiitt biztositja a populacio
génallomanyanak részben a megsrzését, részben javulasat. Az egyes gének vagy
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géncsoportok az életrevalosidghoz sziikséges tulajdonsigok hordozoi, és a kereszte-
z6déssel egymas mellé keriilhetnek a kedvezd tulajdonsagok. A mutacié biztositja
djabb tulajdonsagok megjelenését a populécidéban.

Ennek ellenére el6fordul, kiilonésen kevés elemet tartalmazo populécidoban, hogy
az Oroklédés soran fokozatosan csokken a génallomany valtozékonysaga, és végiil
csokken a valtozatossaga is, vagyis a populécié elfajul. Ekkor az egyedek az élet-
revalosig szempontjabol olyan lokalis szélsGértékhez keriilnek, melynek kérnyékén
az életrevalosidg meredeken csokken, a valtozékonysagot noveld valdszintiségek nem
elég nagyok, és a megérzési valosziniiségek tiul nagyok. A valédi evoltucié soran
ilyenkor a populaci6 elpusztul, mert nem tudja kévetni a kornyezet viltozasait. A
szélsGérték-keresésnél a kornyezet (a célfiiggvény) allando, tehat az elfajult popu-
laci6 fennmarad, és nem valtozik.

Sajnos nincs olyan egzakt kritérium, aminek alapjan eldontheté lenne, hogy
ha a pupuléci6 legjobb egyedéhez tartozo célfiiggvény-érték hosszu idén keresztiil
allando marad, akkor elértiik az optimumot, vagy elfajult a populacié. A populéacié
egyedeinek valtozatossdga azonban a gyakorlatban mégis jol hasznalhatd ennek
ellendrzésére.

4.3. Illesztési feladatok

Ebben a fejezetben azzal a problémaval foglalkozunk, melyben adott egy N-di-
menzios (legalabb kétvaltozos) tér néhany (esetleg sok) pontja, és a pontokra kell
folytonos Gsszefiiggs sokasagot illeszteni.

Legkdnnyebben felfoghato a feladat kdvetkez6 megfogalmazasa. Legyen adott
egy N — 1-dimenzids valés euklideszi tér, melynek komponensei egy fizikai targy
jellemzd&inek felelnek meg. Példaul egy technologiai berendezés méretei, hémérsék-
lete, nyomasa, stb. Legyen adott egy sorozat a lehetséges targyjellemzdskkel, pl.
adottak kiilonb6z6 méretd, hémérséklet(i, nyoméasi, stb. berendezések. E sorozat
elemei N — 1-dimenzios pontok. A sorozat minden elemén méréssel meghatarozunk
egy olyan jellemz6t, amit korabban nem ismertiink. Példaul megmérjiik minden
berendezés hdsugarzasanak intenzitasat, ez egy N. jellemzd. Keressiik azt az N —1-
valtozos valos fliggvényt, mely illeszkedik e ponthalmazra.

E jegyzetben nem foglalkozunk azzal a kérdéssel, hogy mi a jol illeszkedd fiigg-
vény analitikus alakja. Foltessziik, hogy errdl a kérdésrsl mar dontottiink, és a fel-
adat az illets fliggvény paramétereinek meghatéarozasa, vagyis paraméter-illesztés.
Példaul egyenest kell illeszteni egy ponthalmazra, meghatarozandé az egyenes me-
redeksége és tengelymetszete.

Ez a feladat gyakran el6fordul a vegyészmérnoki gyakorlatban. Nagyon gyakori,
hogy mérési eredményekhez kell illeszteni ismert alaktt modell paramétereit.

A paraméterillesztési feladatokat alapvet&en két osztalyba sorolhatjuk.

Ha azt kivanjuk, hogy az illesztend§ fliggvény egzaktul illeszkedjen a mért pon-
tokra, akkor un. kollokacié a feladat. n mért pont esetében n darab egyenléséget
kapunk, ha a pontokat az illets fiiggvény altalanos alakjaba helyettesitjiik. Ekkor
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a paraméterek egzakt értékét ebbdl az n egyenldségbdl kell meghatarozni, vagyis a
feladat egy egyenletrendszer megoldasara vezethetd vissza. Példaul két pontra il-
leszhetd egy egyenes, haromra egy korvonal, vagy térben egy sik, stb. Ha a paramé-
terek szdma n-nél kevesebb, akkor is lehetséges az illesztés, foltéve, hogy a mérések
tokéletesek, és a modell is tokéletesen irja le a vizsgalt rendszert. A gyakorlat-
ban azonban ez nem valészind. Ezért a kollokaciot inkabb tgy alkalmazzuk, hogy
adott szamu paraméterrel jellemezhets egyszert analitikus fiiggvény paramétereit
ugyanannyi mérési pontra illesztjiik. Tipikusan ezt tessziik fiiggvény-interpoléacio
alkalmazésa esetében. Példaul két pont kozott egyenessel kozelitjiik a fiiggvényt,
vagy minden, egymést kdvet§ harom pontra parabolat illesztiink.

A kollokécio egyik specialis fajtaja a 'spline’ ("szplajn")-illesztés. Ezt akkor al-
kalmazzuk, ha a ponthalmazra olyan sima (derivaltban is folytonos) fliggvényt kell
illeszteni, ami minden ponton egzaktul dthalad. Ekkor a fiiggvényt kis fokszamu
polinomnak vélaszjuk, majd szakaszonként, vagyis csak a szomszédos pontokra il-
lesztjiik, de a polinom foka nagyobb, mint amit az illesztendé pontok megkivannak.
Példaul egyvaltozos fiiggvény esetén minden két szomszédos pontra illesztiink egy
harmadfoku polinomot. Két pontra egyenes szakasz is illeszthets két paraméterrel,
a harmadfokt polinomnak meg négy paramétere van. A két folos paraméter terhére
viszont eléirjuk, hogy a szomszédos szakaszok végpontjaiban mind az els, mind a
masodik derivaltak megegyezzenek, ezéaltal a kapott fliggvény mindenhol sima lesz.
(Ez az un. kobos spline.) Az egyenlSségek folirasa utan a keresett egyiitthatokat
egy linearis egyenletrendszer megoldéasaval kapjuk meg.

Ha nem interpoléacié a cél, és a pontok mérési hibaval terheltek, akkor célunk
a pontokat legjobban kozelit§ alakzat paramétereinek meghatarozasa. E feladat
neve torténeti okok miatt: regresszi6. Akkor alkalmazzuk, ha kevés paramétert
illesztiink tobb (4ltalaban joval tobb) mért pontra. Példaul sikbeli egyenest (két
paramétert) illesztiink 25 mért pontra. A tovabbiakban csak a regresszioval foglal-
kozunk.

A regresszional ugy illesztjiik a fiiggvény paramétereit, hogy minél kisebb legyen
a kapott fliggvény eltérése a mérési hibdkkal nem terhelt valodi értékektsl. Mivel
altalaban nem ismerjiik a valodi értékeket, alapvetd probléma annak eldontése,
hogy mit tekintiink hibanak.

4.3.1. Egyszertl regresszio

A legegyszertibb esetben foltessziik, hogy a fliggetlen véltozok értéke pontosan is-
mert, és csak a fliggd valtozok értéke bizonytalan. Példaul pontosan ismert id6-
pontokban mériink hémérsékletet, és csak a hémérsékletmérésben van hiba.

Az optimalis illesztéshez ismerniink kell(ene) az egy-egy ponthoz tartozo mér-
het értékek valoszintiség-eloszlasanak alakjat. Ha ez ismert, akkor a mért értékek
alapjan becsiilhetjiik az eloszlas paramétereit (pl. varhato értékét és szorasnégyze-
tét), és ezutan az illesztendd fiiggvény legvaloszintibb paraméter-értékeit kereshet-
jik meg. Ez a legnagyobb valosziniiség (maximum likelihood) modszere.

Legtobbszor foltehetjiik, hogy a mért értékek normaélis eloszlastak (¢ varhatd
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értékkel és o szorassal), mert a mérési hibat sok apro, egymastol fliggetlen tényezd
befolyasolja. A feladat olyan paraméterek meghatarozasa, melyek mellett az egyes
Ty, To, ... &, helyeken kapott f1, fo, ... fp, értékek a lehets legjobban megkozelitik
a 1, Y, ..., varhatd értékeket.

Stulyozatlan legkisebb négyzetek modszere

Elgszor tegyiik fol, hogy a o szoras fliggetlen a mérés helyétsl, vagyis az egyes x;
pontokban ugyanaz a o széréas érvényes. Ekkor az egyes x; pontokban mérhetd f;
értékek eloszlasanak strtiségfiiggvénye:

(fi = %‘)2)

202

®i(fi) = exp (

Mivel az egyes pontokban mért értékek (vagy azok hibai) egymaéastol fliggetlenek,
a teljes méréssor egyilittes eloszlasanak strtségfiiggvénye ezek szorzata:

202

o) = [ oo (- 2)

i=1

Az optimalis regressziot e stirtségfiigevény maximuménal kapjuk. Egyszertibb
azonban e szorzat logaritmusanak negativjat minimalizalni:

- (fl - @(wivaab,cv"‘))2

min 52

{abe,.. } = o
ahol a p(a,b,c,...) fliggvény a,b,c,... paramétereit illesztjiik, és eleve foltessziik,
hogy "pontos" mérés esetén a p(x;, a,b,c, ... ) fliggvény megfelels értékeit kapnank.
(Vagyis az a, b, c, ... paraméterek illesztésével keressiik meg az ismeretlen varhato

értékeket.)

Mivel a 02 tényezs allando, annak értéke kiemelhetd az Osszegzésbol. Ertéke a
minimum helyét nem befolyésolja, igy elegend6 az alabbi feladatot megoldani:

n

min Z(fz — (x4, a,b,c,...))?

,byc,...
{abie,.}

Ez a legkisebb négyzetek modszere. Ha a minimumot az a, b, c, ... paraméte-
rek végtelen terében keressiik, vagy ha foltessziik, hogy a paraméterekre becsiilt
tartomany az optimumbhelyet a belsejében tartalmazza, akkor elegendd a lokalis
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minimumokat keresni. A lokélis minimumbhelyek a

22713 ((fi_go(wi7a7b’c7"')) a@(m’”a@?;’c’)> :0
=1

2y <(f,- — o(x,a,b,c,...)) a‘p(“"i"g:’c"")> =0 (4.9)
=1

egyenletrendszer zérushelyei kozt taldlhatok.

Linearis ¢(a,b,¢,...) fliggvény esetén, példaul egyenes vagy sik illesztésekor a
célfiiggvény olyan tagok Osszege, melyek az a,b,c,... paraméterekben négyzetes
kifejezések. Ennek kovetkeztében az (4.9) egyenletrendszerben az els6 tag a pa-
raméterek linearis fliggvénye, a derivaltak pedig nem tartalmazzak az ismeretlen
paramétereket, igy a keresett paraméterekben linearis egyenletrendszert kapunk.
Pl. sik illesztésekor:

n

Z(fi —(a+bx;+cy;)) =0

i=1

n

> (fi = (a+ bz +cys)) 2 =0

i=1

(fi - (a+b$i —|—Cyz))yl =0

n

=1

Itt az f;, @, y; (i =1,2,...,n) értékek ismertek, és csak az a, b, és ¢ paraméterek
értékét keressiik, vagyis a lineéris egyenletrendszer alakja mésképpen:

(e () ()
(3o () ()= (520)
(B (3o (35) = (5 )

A zarojelbe tett Osszegek ismertek, ezek a linearis egyenletrendszer egylitthatoi és
jobboldala.
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Altalanositott linaris regresszié. Linearis regressziorol beszélhetiink akkor is,
ha a ponthalmazra egy p(x) = >_/", argr(x) fiiggvényt illesztiink, ahol az egyes
gx(x) fuggvények paraméter nélkiiliek, adottak. (Példaul egy fliggvénysor elemei.
Legegyszeriibb példa: gi(x) = x¥71.) A ¢(x) fiiggvény ekkor linearisan fiigg a
paraméterektdl, és a legkisebb négyzetek modszerével linearis egyenletrendszerhez
jutunk.

Sualyozott legkisebb négyzetek modszere

Altalaban azonban az egyes mérési pontokban nem csak a ¢y, s, ..., varhato
értékek, hanem a o1, 02, ...0, szérasok is kiillénboznek, vagyis a megoldando
feladat:
: S (fi7¢(mi7aab7cv"'))2
o 2 7

illetve

" fi—o(xi,abc,...) Op(xiab,ec,...) —0

; o? da

=1

i fi—p(xi,a,b,¢,...) Op(xia,b,c,...) _o

, o? 0b B

i=1

Linearis fliggvény illesztése esetén ekkor is linearis egyenletrendszert kapunk.

Ezt a felirasi modot ugy is felfoghatjuk, hogy a kisebb szorastu helyeken kapott
értékeket nagyobb stllyal vessziik figyelembe, a nagy szorasa (bizonytalan) mérési
eredményeket kisebb sillyal.

A gyakorlatban nem kell ismerniink a o; szoérasok értékét, hanem csak azok
aranyait. Elegendd, ha tudjuk, hogy az egyik «* pontban érvényes o* szorashoz
viszonytva hanyszor kisebb vagy nagyobb a tobbi pontban vett szoras, és o; helyett
irjunk o}o*-ot. Ekkor a o* tényezs$ kiemelhetd, és az egyenletbdl elhagyhato.

Nemnormalis hibaeloszlas

Ha a mért értékek hibai nem normalis eloszlastak, akkor az optimélis regresszié nem
a legkisebb négyzetek modszere. Ha ismert az eloszlas alakja, akkor levezethets a
megfelel§ formula. Ha nem, akkor kozelité megoldasok alkalmazhatok.

Ha az eloszlas nem ismert, de a mért pontok (némi hibaval) lathatoéan valami-
lyen fiiggvényre illeszkednek, akkor a legkisebb négyzetek modszere kozel optimaélis
eredményt biztosithat. Ha nem, példaul ha sok az elirasbol, véletlen, ritka zavarbol
eredd hiba, melyek eloszlasa messze van a normalistol (mert kevés tényezs hatasa
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Osszegz6dik benne), akkor érdemes lehet a négyzetes eltérések helyett az eltéré-
sek abszolut értékét, vagy valamilyen mas, még durvabb statisztikai mérGszamot
minimalizalni.

Varhato hiba, megbizhatosag

A regresszidhoz tartozik annak ellenérzése is, hogy a kapott paraméterek milyen
valoszintiséggel fogadhatok el olyannak, ami a ponthalmazt és a fiiggvényt egyiitt
reprezentalja, vagyis milyen valdszintiséggel nyerhets a feltételezett hibaeloszlasi
véletlen folyamatbol.

Ez a kérdés kiilonosen akkor fontos, ha arra vagyunk kivancsiak, hogy egy kiva-
lasztott alaka fliggvény, pl. linearis fliggvény vagy exponencialis fliggvény jol irja-e
le a pontok altal reprezentélt Osszefliggést.

Ha nem ez a kérdés, hanem egy el6re kivalasztott fliggvényt alkalmazunk és op-
timalisan akarunk paramétereket illeszteni, akkor is érdekes lehet annak ismerete,
hogy a kapott paraméter(t6mb), mint pont koriil milyen paramétertartomany lehet
nem kevésbé alkalmas értéki. Ugyancsak fontos lehet, hogy t6bb paraméter eseté-
ben milyen alakt az azonos értékt paraméterpontok halmaza. Ez azzal a kérdéssel
is kapcsolatban all, hogy fiiggetlenek-e a paraméterek, illetve mennyire korrelaltak
a paraméterek.

Ha két paraméter esetében az azonos valoszintiségli paraméterpontok kort al-
kotnak az optimalis paraméterpont koriil, akkor a paraméterek nem korrelaltak.
Ha kor helyett erdsen elnyujtott ellipszis jellemzi a konstans valdszintiségszintet,
akkor a paraméterek erésen korrelaltak.

Ezek a valoszintiségek linedris regresszid esetén viszonylag egyszertien szamit-
hatok, bonyolult nemlinearis fliggvények esetén sztochasztikus szimulédciéval be-
csiilhetsk. A sztochasztikus szimulacionél a becsiilt paraméterek koriil felvett mas
paraméterpontokkal véletlen mérési pontsorozatokat generalunk, és azokat statisz-
tikailag elemezziik.

4.3.2. Statisztikus regresszio

Altalaban a fiiggetlennek tekintett valtozok sem mentesek a mérési hibatol. Vagyis
nem csak azt nem tudjuk, hogy mi a mért mennyiség valodi értéke egy adott pont-
ban, hanem azt sem, hogy mi az a pont, ahol a mérést végeztiik. Példaul az el6z6 al-
fejezetben emlitett hémérsékletmérésnél az idémérésnek is van hibaja. Forraspont-
mérésnél hiba terheli a nyomas értékét, melyen a forraspontot mérjiik. Elegyek
buborékbont-mérésénél a nyomés és a folyadékosszetétel fliggvényében mérjiik a
forrasi hémeérsékletet és az egyensulyi paradsszetételt, azonban mind a nyomasok,
mint a folyadékosszetételek hibaval terhelt adatok. Az illesztésnél ezeket a hibakat
is figyelembe kell venni.

Ilyen esetben nincs sok értelme a fiiggs és fiiggetlen valtozok megkiilonboz-
tetésének. A regresszio altalanos feladataban arra vagyunk kivancsiak, hogy egy
N-dimenzios tér bizonyos pontjai a tér mely N —1-dimenzios vagy N — M-dimenzids
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hiperfeliiletére illeszkednek legjobban (M < N). Ilyen hiperfeliilet haromdimenzios
térben pl. egy sik vagy egy gombfeliilet (valodi feliiletek), sikban tetsz6leges gorbe,
sth., illetve alacsonyabb kiterjedési hiperfeliilet pl. hairomdimenzids térben egy tér-
gorbe. Ha a tér pontjait egységesen az x vektor jeloli, akkor a legkisebb négyzetek
modszerét alkalmazva ebben az (altalanos) esetben a

n N
i (zi; — &ijlab,e,...))?
LD > =

i=1 j=1 2%
f&) =0

feladatot kell megoldani, ahol &; ; az i. mérési pontban a j. valtoz6 varhato értéke,
az fr(€) = 0 egyenldségek pedig (k = 1,2, ..., M) a hiperfeliiletet megad6 Gsszefiig-
gések, melyeket vagy behelyettesitiink a célfiiggvénybe, és akkor feltétel nélkiili mi-
nimumkeresést végezhetiink, vagy egyenlség tipusu korlatozo 6szefliggésként vesz-
sziik figyelembe Gket. Linearis regeresszié esetén itt is linearis egyenletrendszerhez
jutunk, ellenkezG esetben nemlinearis egyenletrendszert kell megoldani, vagy mas
modszerrel kell optimalizalni.

4.4. Egyvaltozoés fiiggvények numerikus integralasa

Feladatunk egy ismert f(z) valos fiiggvény integralasa az [a, b] intervallumon:

Jz/bf(x)dx

Foltessziik, hogy az f(x) fliggvény az [a, b] intervallumon véges szamu pont kivéte-
lével értelmezve van, és a kijelolt integral létezik (véges, valos széam).

Ha az f(z) fliggvénynek szakadasa vagy torése (a derivaltnak szakadasa) van
valamely a < y < b pontban, akkor a szakaszt két részre osztjuk, és a J integralt e
részeken vett integralok Gsszegeként szamithatjuk:

b

J=J1+J2=7f($>d$+/f($)dx

Y

T6bb ilyen (szingularis) pont esetén a szakasz megfelelGen tobb részre osztando,
igy a tovabbiakban csak e részintegralok kiszamitasaval foglalkozunk.

Az adott [a,b] szakaszon folytonos és derivalhato fiiggvények integralasahoz a
szakaszt kisebb szakaszokra osztjuk: a = xp < 71 < T3 < ..., < Tp_1 < Ty, = b,
és bar léteznek mas modszerek is (lasd a 4.5.1, 4.4.3 alfejezeteket), az egyes szaka-
szokon a fliggvényt altalaban zart alakban integralhato o(z) fiiggvénnyel kozelitjiik
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(an. kvadratura formuldk):

J%Z / i(x)dz
i=1,”

Az egyes integralasi modszerek e ¢(x) fiiggvény alakjaban kiilonboznek, melynek
paramétereit az f(z) fliggvénynek az [x;_1, ;] intervallum néhany pontjan kisza-
mitott értékéhez illesztik.

A legegyszertibb eljaras az f(x) fliggvényt szakaszonként allando o, (x) fiiggveény-

nyel kozeliti. A legegyszertibb megoldasok: <p(-1)(ac) = flxi—1), (2)( ) = fla),

1 ’L
o7 (@) = flwia + 2] /2), oY (2) = min{ f(2i1), F(z0)}, 07 (2) = max{f(w; 1),
f(zi)}. A 4. és az 5. valtozat ala- és f6lébecsli az integral értékét. A részinter-
vallumok szaménak novelésével, ezzel egyiitt a részintervallumok hosszanak csok-
kentésével a kozelités javul, és a kozelités hibaja elvben nulldhoz tart. (Azért csak
elvben, mert a véges szamabréazolas miatt kerekitési hibak is fellépnek.)

Egyaltalan nem mindegy azonban, hogy mennyi szdmitast kell végezniink adott
pontossag eléréséhez. Finomabb felosztasnal tobbet kell szamolni. Minél nagyobb
a fliggvény meredekségének valtozasa, vagyis minél nagyobb a masodik derivalt ab-
szolut értéke, annal strtibb felosztast kell alkalmazni, mig a lassan valtozo részeken
hosszabb részintervallumokkal is hasonlé pontossag érhetd el.

Egyszert eljaras a pontosség ellenérzésére az, hogy egy-egy intervallumot elGszor
integralunk egy kivalasztott formulaval, majd az intervallumot felezve a félinterval-
lumokra integralunk és Gsszegziink, majd negyedeljiik az intervallumot, stb. Ha a
becsiilt integral értéke nem valtozik, akkor a felosztas elegend&en finom.

4.4.1. Newton-Cotes kvadraturak

A Newton és Cotes nevéhez fiiz6d6 megoldas szerint az [z;—1,;] intervallumot
egyenletesen osztjuk fol tovabbi részekre. Az osztékozok pontjaira, illetve még
az x;—1 és/vagy az x; végpontokra is adott fokszamu polinomot illesztiink. Ha
csak belsé osztopontokat hasznalunk, akkor "nyilt" formularol, ha a végpontokat
is hasznaljuk, akkor "zart" formularol beszéliink. Példaul a fejezet elején emlitett
0 és (@ nulladrendd polinomokkal (allandé fiiggvényekkel) alkotott

J =~ Z i — Lij— l xl—l)
J =~ Z i — Li— 1 )

formulak félig zart formulak, mig a go(?’) megoldas alkalmazéasa a

I~ Z = ()
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nyilt formuléara vezet.
Az elsérendi p(z) = ax+ 0 polinom grafikonja egy egyenes, amit legegyszertibb
a két végpontra illeszteni. Ezzel kapjuk az tn. trapéz-formulét:

[ #60)~ o= L)1)

o fle) &= £(b)
J~h< 5 +Zlf(a:i)+2)

ahol h = z; — x;_1 az alland6 osztaskoz.
A masodrendii polinom illesztése a két végpontra és a kbzéppontra az Gn. Simp-
son-formulét szolgéltatja:

[ @ n (e + 3 (B2 ) 4 e

amit azonban egyszertibb két szomszédos részintervallumra felirni (n paros):

Ti+1

[ )~ n () + 310 + )

LTi—1

1 "2ty 2 1
J=~h gf(a) + ; |:3f($2i1) + 3f(332i)} + gf(b)

Szamos mas zart, nyilt, ill. félig nyilt formula ismert, illetve levezethets adott
fokszamu polinomos kozelitéshez. A nyilt formulédk akkor hasznosak, ha az inter-
vallum végein a fiiggvény nincs értelmezve.

A formulak k6zos tulajdonsaga, hogy adott intervallumon a kozelités

b m
JEC D SEy

alakban irhato6 {61, ahol az x; osztépontok egyenld tavolsagra vannak egymastol.

4.4.2. Gauss kvadraturak

Mig a Newton-Cotes kvadratirak adott fokszami polinommal kézelitik az integra-
land¢ fliggvényt, addig a Gauss-tipusu kvadraturak egy ortogonalis polinomrend-
szer (p1(z), p2(x), ..., stb., ahol az index a polinom fokszamara utal) valamely
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tagjanak és egy alkalmasan valasztott W (x) stlyfiiggvény-nek szorzataval kozeli-
tik azt. Ahanyad foku a polinom, annyi pontban kell kiértékelni a fliggvényt. A
formula alakja:

b m
/f(m)dl" ~ sz‘f(l”i)

ahol az egyes x; pontok nincsenek egyenld tavolsigra egyméastél, hanem az illetd or-
togonalis polinomrendszerhez tartozo, adott fokszami polinom gydkhelyei az adott
intervallumon, és az egyes w; szorzotényezdk ("sulyok") is adottak, mint valos sza-
mok. A gyakorlatban a pontokat és a megfelel§ siilyokat "normalizalt" intervallu-
mon ((—1,1), (0,00), (—o0, 00)) adjuk meg, és a pontokat az aktualis intervallumrol
a normalizaltra vetitjiik. Ennélfogva az x; pontokat is a normalizalt intervallumon
értelmezett, adott valds szamként talaljuk meg a kézikonyvekben.

Legismertebb a Gauss-Legendre (ejtsd kb.: "lozsandr") kvadratara, mely a
(—1,1) intervallumon a W(z) = 1 sulyfiiggvényt hasznalja, és a Legendre-féle
ortogonélis polinomokat szerepelteti. A Gauss-Csebisev kvadratara is a (—1,1)

1
intervallumon, de a W(x) = ———— silyfiiggvénnyel dolgozik. Nyilt vagy végte-
() A Stlyfiiggvénnyel dolg yilt vagy vég
len intervallumokon vald integraldshoz hasznalhaté a Gauss-Laguerre kvadratira
((0,00), W(zx) = z°exp(—z)) és a Gauss-Hermite (ejtsd kb.: "ermi") kvadrattra
((—o0,00), W(x) = exp(~a?)).

4.20. abra. Integralandé fiiggvény

A Gauss-tipusu kvadratirdk haszna, hogy a sulyfiiggvénnyel athidalhatjuk az
f(x) fiiggvény szingularis pontjait.
1 enc2
Peldaul az [ SPL5° (@)
-1

V1—a22

dz integral magja az intervallum végein a végte-
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lenhez tart, mig kozépen lapos (4.20. abra). Az integralashoz célszert a végekhez
kozel tobb pontot szamitani, mint a kozepe felé. Célszertien a Gauss-Csebisev
kvadratura hasznalhato.

A javasolt irodalomban megtalalhato annak részletes leirasa is, hogyan alkot-
hato kvadratura alkalmasan kivalasztott sulyfliggvényhez.

4.4.3. Visszavezetés kezdetiérték-problémara

Keressiik az [a,b] intervallumon azt az ismeretlen F(z) valos fiiggvényt, melyet a

dF(x)
dx

= f(z)

kozonséges, elsérendd, explicit differencidlegyenlet hatéroz meg az F'(a) = 0 kezdeti
érték mellett, ahol az f(x) valos fliggvényt ismerjiik az [a, b] intervallumon.

A feladat megoldésa egyben szolgaltatja F'(z) értékét az x = b pontban, vagyis
az F(b) értéket, igy egyben integralja az f(z) fliggvényt az [a,b] intervallumon,
mivel

b
F(b)—F(a):/f(x)dx

Ennélfogva a fliggvényintegralas helyettesithetd a megfelel§ kezdetiérték-prob-
léma megoldasaval (lasd: 4.6. fejezet). Ha az f(z) fliggvény vékony, meredek csii-
csokat tartalmaz, vagyis ha értéke hirtelen nagyokat valtozik, akkor ez a mddszer a
legcélravezetSbb, mert a kvadratira-modszerekkel esetleg "elsimitjuk" a cstcsokat,
nem vessziik észre azok jelenlétét.

4.5. Tobbvaltozoés fiiggvények numerikus integra-
lasa

Példaképpen tekintsiik a kétvaltozos esetet:

J = f(z,y)dzdy
/

ahol az Q beti az (z, y) sik egy tartomanyéat jeloli. A numerikus integralas modja
elsGsorban az () tartomany alakjatol fligg.

Ha a tartomany szogletes, és szélei a koordinata-tengelyekkel parhuzamosak,
akkor az integralas komponensenként sorban elvégezhets:

2

fff(w,y)dxdy = /

1 Y1 Z1

/ f(z,y)dy | dz
Y1
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Ha a tartomény alakja derékszogi haromszog, melynek befogéi parhuzamosak
a tengelyekkel, akkor is egyszerii az integralés, pl.:

a—b(x—x1)

J :72 / f(z,y)dy | dx

Y1

ahol az a — b(x — 1) kifejezés az atfogd magassaga az aktudlis = értéknél.

Elforgatott, eltolt alakok, altalaban egyszerd alakd 2 tartomanyok esetében
alkalmas véltozo-transzformacio talalhato, és a tobbszoros integral egyszeres integ-
ralok sorozataként szamithato.

Bonyolult alaka 2 tartoméanyok esetében ez az it nem jarhato. Ha a fiiggvény
olyan vékony, magas cstcsokkal jellemezhets, melyek helye nem ismert és nem is
becsiilhetd, akkor a feladat elvégzése reménytelen. Ha a cstucsok helye ismert, akkor
a tartomany agy oszthato fel résztartoméanyokra, hogy a cstcsokat egyszerd alaki
résztartoméyok tartalmazzak, és ekkor az integral {6 része szamithato.

Ha a tartomany bonyolult alaka, de a fliggvény nem szeszélyesen csicsos, akkor
a Monte-Carlo integralas modszerével érdemes probalkozni.

4.5.1. Monte-Carlo integralas

A Monte-Carlo integralés lényegét egydimenzios esetben a legegyszeriibb megérteni.
Legyen a feladat egy ¢q(z) fliggvény integralasa a és b kozott:

Q= /bq(af)daj

Az integranduszt azonosan atalakitjuk: megszorozzuk és el is osztjuk egy, az [a, b]
tartomanyon pozitiv f(z) fiiggvénnyel. Ez az f(z) fiiggvény legyen az [a, b] tarto-
manyon 1-re normélt, vagyis tekintsiik ezt az x valtozo egy lehetséges valoszintiségi
striségfiiggvényének:

b
/ fade =1 (f(z)>0)

Q= /b (z)de = /b o) 4 da

A jobboldal definici6 szerint a ¢/ f hanyados varhato értéke, ez viszont kozelithetd
szamtani atlaggal:

Q

]

b L
1 q(&x)
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ahol a & értékek az [a,b] tartomanyon f(x) eloszlast véletlen szamok. Vagyis
tetszoleges f(x) valoszintségi stirtiségfiiggvény esetén kozelithetjik a @ integralt
a ¢/ f hanyados atlagaval. Ennek specidlis esete az egyenletes eloszlas alkalmazasa.

Ekkor f(x) = bi

és a konstans nevez6 kiemelhets az integraljel elé:
a

b—a &
Q~—F > al)

k=1

ahol a &, értékek az [a, b] tartomanyon egyenletes eloszlast véletlen szamok. Ezt a
modszert egyszertd, vagy durva (sulyozatlan) MC modszernek hivjuk.

A kiilonféle eloszlas-siirtiségfiiggvények alkalmazasa egyarant a @) integralt ko-
zeliti ahogy L minden hataron tul n6. A kozelités sebessége, vagyis hogy adott
pontossag eléréséhez hany helyen kell mintat venni (milyen nagy legyen L) nagy-
mértékben fiigg az alkalmazott eloszlasfiiggvénytsl. Minél nagyobb a mintaelemek
varhato érték koriili szorasa, annal kevésbé pontos a kozelités, és annal tobb mintat
kell venni adott pontossag eléréshez. A szérasnégyzet definicié szerint a mintaér-
ték és a varhato érték kozti kiilonbség négyzetének varhatod értéke. Mivel pedig a
varhato érték éppen @, irhatjuk:

o [qla)] = /b f() (jf(x)) - Q)zdx

Ennek alapjan az a legalkalmasabb f(z) stirtségfiiggvény, amelyik leginkabb meg-
kozeliti a g(z)/Q fiiggvényt, mert ekkor lesz a legkisebb a szérasnégyzet. Ha is-
mernénk @ értékét (nem ismerjiik, hiszen célunk éppen @ kiszdmitésa), és ha a
q(x) integralando fliggvény pozitiv lenne, akkor egyetlen minta értéke megadna a
keresett @ fluggvényt (L = 1). Természetesen @) értékét nem ismerjiik, és az is
eléfordulhat, hogy a ¢(x) fiiggvény egyes szakaszokon nem pozitiv, igy tokéletes
egyezés nem érhetd el.

A fentieket a kiovetkezSképpen is értelmezhetjiik (4.21. abra). A Q értéket a
vizsgalt szakaszon vett mintavétellel és atlagolassal kozelitjiik. A kozelités annal
jobb, minél t6bb informéciot kapunk a vizsgalt fliggvényrél az egyes mintakbol. Ha
a ¢(z) integralando fiiggvény kozel konstans, vagy csak kevéssé és siméan valtozik,
akkor a durva MC modszer jo kozelitést ad. Ha a g(z) integralando fiiggvénynek
vékony, magas cstucsai vannak, melyek kozott széles tartomanyokban a fiiggvényér-
ték kicsi, akkor kis L és egyenletes mintaeloszlas esetén a vett mintédk helye nagy
valoszintiséggel a lapalyokra esik, és talan egyetlen minta helye sem lesz a csiicsok
tartomanyaban. Ekkor a kapott atlag, mint becslés nagyon rossz, hiszen sokkal
kisebb értéket ad, mint a valodi varhato érték. A jo becsléshez a cstcsok tartoma-
nyaban, és altaldban a meredek tartomanyokban tobb mintét kell venni. Ennek két
jarhato utja van: vagy nagy mintahalmazzal dolgozunk (L nagyon nagy, ami kolt-
séges), vagy az emlitett fontosabb helyeken nagyobb gyakorisdggal vesziink mintéat.
Ez utobbi esetben viszont (an. fontossag szerinti mintavétel) az egyszeri atlagolas
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4.21. abra. Monte-Carlo integralas "durva" modszerel

nem hasznalhato, mert figyelembe kell venni, hogy a minta eloszldsa nem egyen-
letes. A fontossag szerinti mintavételt az f(x) ~ q(x)/Q kozelits striségfiiggvény
alkalmazésa valositja meg.

A véarhato érték (és igy az integral) kiszamitasahoz véletlen szamokat kell gene-
ralni. A tovabbiakban feltételezziik, hogy rendelkezésre all egy valodi vagy pszeudo-
véletlenszam-generator, mely a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszlasu szamokat
allit eld.

Bar az egyenletes eloszlasu véletlen-szamok kozvetleniil felhasznalhatok a durva
MC integral kiszamitasahoz, a fontossag szerinti mintavétel esetében eltérd f(x)
valészintiségi sirtségfiiggvény, illetve a neki megfelels

F(z) = / F(€)de

F(x) valosziniiségi eloszlasfiiggvény szerinti véletlen szdmokra van sziikség. Ezeket
vagy transzforméaciéval, vagy sziiréssel nyerhetjiik az egyenletes eloszlasu szamok-
bol. A transzformécié modszere szerint a kivant eloszlasa € szamokat gy nyerjiik,
hogy a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlast n szamokat az F(x) fliggvény inver-
zébe helyettesitjiik (4.22. abra):

E=F'n) ; [azaz n=F() (4.10)

Ez a modszer csak akkor hasznalhato, ha ismert és szamithato az F(z) fuggvény
egyértelmd inverze. Ellenkezd esetben a sziirés (eldobas, elvetés) modszere hasz-
nalhato, amihez nincs sziikség az F'(z) fiiggvényre, sem az inverzére. Sziikség van
viszont egy olyan, egyébként tetszéleges g(x) > f(x) fiiggvényre (fels6 korlatra),
melynek G(z)

G(z) = / g(6)de (4.11)
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4.22. dbra. A transzforméacié modszere

gz

4.23. abra. A szlirés modszere

integralja invertdlhato (4.23. Aabra). A kivant eloszlasi & szamok mindegyiké-
nek elgallitasdhoz két egyenletes eloszlasi szamot kell generalni. ElGszor genera-
lunk egy, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlast 7, véletlen szamot, és abbol a
transzformécié modszerével kiszamitunk egy & véletlenszam-jeloltet:

£=G""(m) (4.12)

Ezutan generalunk egy masodik, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasiu ne vé-
letlen szamot, és abbél a transzformécié modszerével kiszamitunk egy, a [0, g(&)]
intervallumon egyenletes eloszlast véletlen ( szamot:

¢=mn219(§) — 0] = m29(§) (4.13)

Ha ¢ < f(£), akkor a £ véletlen szamot elfogadjuk, egyébként elvetjiik. Az utébbi
esetben addig ismételjiik az eljarast, mig elfogadhat6 szamot nem kapunk. Az elfo-
gadott szamok aranya az Osszes generalt £ véletlen szdmhoz viszonyitva varhatéan
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megegyezik 1/G(1)-gyel (azaz F(1)/G(1)-gyel), vagyis a teriiletek aranyaval. Minél
jobban kozeliti g(x) f(z)-et, annal hatékonyabb a véletlenszam-generald eljaras.

4.6. Kezdetiérték-problémak

A kozonséges differencidlegyenletek (d.e.-ek) altalanos alakja

, do &
T ez des

ahol ¢ a fiiggetlen valtozo, = a fliggd valtozo, vagyis x(t) a keresett fliggvény, és
az F(t,z,z’' ;2" ...) egy adott, ismert alak. Ha tobb fiiggs valtozora (pl. -
re, xo-re, x3-ra, stb.) is felirhatdé ugyanazon t fiiggetlen valtozoval egy-egy ilyen
differencidlegyenlet, és az egyes F;, kifejezésekben nem csak az x;, 5, z}, stb. fiiggd
valtozok szerepelnek, hanem més z;, %, z//, stb. valtozok is, akkor ezek egyiitt
Osszefiiggs kozonséges differencidlegyenlet-rendszert (d.e.r.-t) alkotnak.

A magasabbrend d.e.-ek tjabb fiiggd valtozok bevezetésével elsérendt d.e.r.-ré

F(t )=0 (4.14)

d d?
alakithatok. Példaul legyen y = d—i, z = d—tf, stb., akkor az
F(t,z,y,2z,...) =0 (4.15)
d.e.-tel ekvivalens az alabbi d.e.r.:

do _
a Y
dy
—= = 4.16
T (4.16)

A tovabbiakban nem tesziink kiilonbséget a kozonséges d.e.-ek és d.e.r.-ek ko-
zott, 1évén az utdbbiak egyszertien tobb (fliggs) valtozos kozonséges d.e.-ek.

Egy d.e.-nek altalaban végtelen sok megoldasa van, azaz egy egész fliggvénysereg
kielégiti a d.e.-et. A sereg tagjai koziil tovabbi feltételek (az un. peremfeltételek)
jelolnek ki kisebb halmazokat. N-edrendii d.e. esetében N fiiggetlen feltétel jelol
ki egy partikularis megoldast.

Az N peremfeltétel a t fiiggetlen valtozo kiilonb6z6 értékeit tartalmazhatja. Ha
azonban az Osszes peremfeltétel ugyanarra a ¢y pontra vonatkozik, akkor ezekre azt
mondjuk, hogy kezdeti feltételek, és a feladatot kezdetiérték-probléméanak nevez-
ziik. Ha a kezdeti feltételek G;(to,z,2’,...) = b; alakaak, ahol a b; valos szamok
adottak, akkor azokat kezdeti értékeknek hivjuk.

A fiiggetlen valtozot azért szokas (de nem kotelezd) t-vel jel6lni, mert az legtobb-
szOr az id6t jeloli. Példaul felmelegedés vagy lehitilés soran a hémeérséklet id6fliggé-
sét vizsgaljuk, vagy az id6 fiiggvényében szamitjuk a tokéletesen kevert tartalyban
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kialakul6 koncentraciot, stb. Ugyancsak az id6 szerepel fliggetlen véltozoként a
dinamikus mérlegegyenletekben.

Azonban nem mindig id§ a fiiggetlen valtoz6. Szamithatjuk példaul a tulajdon-
sagokat egy ideédlis cs6reaktor mentén, amikor is a fiiggetlen valtozo a cs6hossz men-
tén megtett ut. Lehet a fliggetlen valtozo valamilyen koncentracio, illetve barmi, a
vizsgalt fizikai rendszertdl fligg6en.

A vegyészmérndki gyakorlatban eléfordulnak olyan osztott paraméterd model-
lek is (térbeli osztott paraméterrel), melyek nem dinamikus modellek, mégis a
kezdetiérték-problémak kozé sorolhatok. Ilyenek pl. a cséreaktor allandosult al-
lapotanak modelljei. Ez nyilvanvalé akkor, ha keresztiranyban homogén eloszlast
tételeziink fel, és ismert a bemenet allapota. Ha keresztirdnyban is modellezni
kell a valtozok eloszlasat, akkor is kezdetiérték-problémarodl beszélhetiink, ameny-
nyiben a cséreaktor bemeneti keresztmetszetén ismert az eloszlas. Hasonloképpen
kezdetiérték-probléméara vezethet a h6cserélk héfokeloszlasanak modellezése a hé-
atado feliillet mentén.

Az utobbi esetekben parciilis differencidlegyenlet megoldéasa a cél, a feladat
mégis megfogalmazhaté kezdetiérték-problémaként, mert a fiiggd valtozo(k) szami-
tasa egyetlen irany mentén fokozatosan torténhet.

A tovabbiakban feltételezziik, hogy a d.e.(r.) explicit elsérendd alakban adott.
Egyvaltozos esetben ez azt jelenti, hogy a derivalt csak az egyenl&ség egyik oldalan
szerepel:

dx
= f(t
= ftm)
Tobbvaltozos esetben a megfelels alak:
diL’i .
dr :fi(t,llfl,fﬂg,...) (111,2,...)

4.6.1. Az Euler-moédszer és valtozatai

Diszkretizaljuk a fiiggetlen valtozd értékeit egyenld h kozokben elhelyezett tg, ¢1,
to, stb. pontokkal, az itt kapott fiiggs értékeket jeloljik igy: xq, x1, x2, stb. A
keresett x(t) fliggvényt fejtsiik Taylor-sorba valamely ¢; pont koriil a numerikus
szamitassal megegyezs iranyban (elérehaladé differencidk), és alljunk meg az 1.
tag kifejtése utan:

d
Tit1 = T4 + h <£>Z +o (h2)

ahol az o (hz) kifejezés azt jelenti, hogy a maradék (a hiba) h-ban méasodfoki
polinommal kézelithetd.
Helyettesitsiik a derivalt helyére az explicit d.e. jobboldalat, és ezzel kapjuk
Euler moédszerét:
Tip1 ~ x; + hf(ti, ;)

azaz
Ti4+1 ~ I; —+ hfi
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Az Euler-moédszer allandd h lépéskozzel a legegyszertibb numerikus eljaras, és
akkor javasolhat6, ha nem toreksziink nagy pontossigra, hanem csak altalanos
képet szeretnénk kapni a megoldasfiiggvény alakjarol. Még ebben az esetben sem
igazén alkalmas modszer, ha a megoldésnak éles kanyarulatai, torései vannak.

Euler moédszere az eredeti d.e.-et differencia-egyenletté alakitja. Mivel a szami-
tott a1 érték nem pontos, az nem a valédi partikuléris megoldasra esik. Ezért az
o érték szamitasa eleve hibas kezdeti értékbdl folytatodik, vagyis e hibdak halmo-
zOodnak.

Esetenként az Euler modszer "instabil". Vizsgaljuk pl. a

dz 9
T B*x

elsérendii linearis d.e.-et, ahol B # 0. Ennek egzakt megoldasa

z(t) = —B?exp(C — B*t)

ahol C egy valos szam, amit az 2(0) kezdeti érték hataroz meg: C = In(z(0)).
Minden megoldas 0-hoz tart névekvs ¢ mellett. Az Fuler modszer szerinti szamitas
lépése
Ti4+1 = Ty — B2I7h = (1 — BQh) xX;
Mivel B és h allandok,
Li4+n = (1 — th)n Ty = A"xz
ahol A = (1 — Bzh). A kapott geometriai sorozat hatarértéke A-tol fiigg. A™ —

1
mha|A|<1,ésA”—>ooha|A|>O. Ha h > akkor 1 — B%h < —1,

|1 — B2h’ > 1, és a szamitott megoldas a végtelenbe divergal. Ahhoz, hogy az

Ea

2
exponencialis fiiggvény nullahoz tartasat helyesen szamitsuk, ﬁ—nél joval kisebb

lépéshosszt kell valasztani.
Ez a stabilitasi probléma nem 1ép {61, ha a Taylor-sort a numerikus szamitéassal
ellenkezd iranyban fejtjiik ki (hdtrahaladé differenciak):

dz
T; = Xig1 —h () 40 h?
i de i+1 ( )

Atrendezéssel kapjuk az tn. implicit Euler médszert:
Tit1 Xz +hfip
vagyis (a megoldando d.e.-et behelyettesitve):
Tiy1 = T; — hBQJZi_H

Innen ajabb atrendezéssel:
xX;
Titl = 7 7o

1+ hB?
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ami h értékétdl fiiggetleniil stabil, mert 1+ hB? > 1.
Nemlinaris d.e. esetében a hatrahalado6 differencia modszerét kifejezd

Tiy1 = i+ hf(tiy1, zi1)

egyenletbdl nem tudjuk kifejezni az x;11 valtozot. Ekkor az f(t, x) fiiggvényt sorba
fejtjiik x szerint az x; pont koriil, és megéllunk az elsd tag utan (linearis kozelités):

K3

d
Tit1 =2 +h |:f(ti+17xi) + (dic) (ig1 — xz)]
Igy x;, kifejezhets:
hf(tit1, i)

1 h (df)
dz /,
Ez az un. félig-implicit Euler-médszer.

A hiba elvben végtelen kicsire csokkenthets a h lépéshossz csokkentésével, azon-
ban ennek két kényeges akadalya van: (1) Gyakorlati szempontbol célszert minél
kevesebb pontban kiszamitani az f(t,z) fliggvényt, mert ezzel aranyosan né a sza-
mitas ideje és koltsége. (2) A hiba csokkentésének korlatot szab az adott gépi
szamabréazolas modja. Ha h nagyon kicsi, akkor nagy a véges szamébrazolasbol
ered§ kerekités relativ hibaja.

Tip1 = T; +

4.6.2. Merev ("stiff") egyenletek

Ezekre az jellemz§, hogy a kivant pontossagu kozelitéshez vagy nagyon kicsi 1é-
péshosszra van sziikség, vagy tetszdlegesen kicsi lépéshossz sem elegends. FEz a
"merevség" nem a numerikus szamabrazolas hibajabol ered.

Keressiik példaul (1. példa) a

d?z
egyenlet megoldasat az
z(0) =1
dx
— (0) =-10
)

kezdeti értékek és névekvs ¢ mellett. Az egzakt altalanos megoldas
x(t) = Aexp(—10t) + Bexp(10t)

ahol A és B integralasi allandok, melyek a kezdeti feltételekbdl megallapithatok:
A =1, B=0, vagyis az egzakt partikularis megoldas:

x(t) = exp(—10t)
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A megoldas értéke nullanal 1, a pozitiv ¢ tartomanyban pedig exponencialisan
lecseng@, nulldhoz tarté fliggvény. A d.e. kozelité megoldasakor azonban mindig
van valamilyen kicsi, de nullatél kiilonbozé e értéke a B paraméternek:

x(t) = exp(—10t) + € exp(10t)

Barmilyen kicsi is €, ¢ egy bizonyos értéke f6lott a masodik tag domindl, a
numerikus megoldas egy kezdeti exponencialis lecsengd szakasz utan fellendiil, és
exponenciilisan emelkedévé valik.

Egy maésik példaban (2. példa) keressiik a

dzx

—_— = ]_

T 998z + 1998y
dy

_— = — — ]_

it 9992 — 1999y

els6rendd, homogén linearis d.e.r. megoldasat az z(0) = 1 és y(0) = 0 kezdeti
értékek mellett. Az egzakt megoldas:

z(t) — 2€7t _ 67100016
y(t) — _e—t + e—lOOOt

A d.e.r. egyiitthato-matrixanak gyengén kondicionaltsaga miatt a megoldasban
nagysagrendileg kiilonbozé kitevsji exponencialis tagok szerepelnek. Ez a nume-
rikus megoldasban ugyanazért okoz gondot, mint az 1. példaban. Ahhoz, hogy a
megoldas numerikusan stabil maradjon, a lépéshosszt 0.001-nél joval kisebbre kell
valasztani. Ellenkez6 esetben a numerikus megoldas kiilonbo6z6 kezdeti értékekhez
tartozé partikularis megoldasok kozott valtakozik ellendrizhetetlentl.

Ismert (jol behatarolhatoé alaku és attekinthets) d.e.-ek esetében a merevség
néha feloldhaté alkalmas transzformacio alkalmazéaséaval. Példaul, ha az 1. példa-

1
ban az x = — helyettesitést elvégezziik, akkor a kapott, y-ra vonatkoz6 d.e. mar

nem merev. A numerikus megoldas elvégezhetd, és vissza-transzformalasssal kap-
juk az eredeti egyenlet numerikus kozelité megoldasat. Az ilyen transzformacio
megkeresése azonban korantsem egyszerii feladat.

Egyes linearis d.e.-ek esetében a numerikus megoldas explicit modszerrel ins-
tabil, de stabilla valik implicit vagy szemi-implicit moédszer alkalmazéaséval, ahogy
azt a 4.6.1 alfejezetben megmutattuk.

A 2. példahoz hasolo instabilitas 1ép fol a desztillalo, abszorpcids, deszorp-
cios, stb. ellendramu szétvalasztoé oszlopok modellezésénél annak kovetkeztében,
hogy a péra-aram és a nyomas dinamikéja, a folyadékaram- és hold-up dinamika,
végiil pedig az Osszetétel-dinamika ebben a sorrendben névekvs, nagysagrendileg
kiilonbo6zd idskésést folyamatok. Az id6beli szimuléci6 lépéshosszat a leggyorsabb
folyamathoz kell igazitani, ekkor viszont a lassabb folyamatok lezajlasanak model-
lezéséhez nagyon sok integralasi lépést kell végrehajtani. (Ugyanez a jelenség a
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szabalyozasban kedvezs, mert az ennyire eltéré idéallandoju folyamatok egymas-
tol fliggetleniil szabalyozhatok. Ezért az ilyen folyamatok szabalyozasa viszonylag
egyszerd, dinamikus modellezésiik viszont nagyon nehéz.)

4.6.3. Runge-Kutta moédszerek

A megoldas stabilitasa, ezaltal az adott pontossig eléréséhez sziikséges minimaélis
lépéshossz is esetenként novelhetd, ha nem allunk meg a Taylor-sorfejtés 1. tagjé-
nal, hanem magasabbrendd kozelitést alkalmazunk. (A kozelités "rendtsége" azt
fejezi ki, hogy a becsiilheté hiba h-nak hanyadik hatvanyéaval aranyos. Ebben az
értelemben az Euler-médszer masodrendi.) A rendiiség novelhetd eldre- vagy hat-
rahaladé differenciak helyett centralis differenciak alkalmazaséaval is. Ez esetben
ugyanis, mint azt a 4.7 fejezetben megmutatjuk, a két kiilonboz8 iranyban halado
szimmetrikus tagok algebrailag kiesnek.

A Runge-Kutta modszerek ilyen, magasabbrendii kozelitések, melyek azonban
ugy is felfoghatok, mint az Fuler-mdédszer finomitasai. Az (explicit) Euler mod-
szernél a teljes h 1épéshosszt a szakasz elején szamitott meredekség hatarozza meg,
pedig a meredekség egészen mas lehet a szakasz masik végén. Nyilvan létezik egy
"atlag" f meredekség, amivel szamitva az egzakt megoldast kapnank:

z(t+h) = z(t) + hf

Az egyes Runge-Kutta modszerek ezen atlagos f meredekség kozelitésének modja-
ban kiilonbo6znek. Ilyen értelemben az Fuler-médszer is ide tartozik, mint ami az
atlag meredekséget a szakasz elején szamitott meredekséggel kozeliti.

A legegyszertibb Runge-Kutta-modszer az, hogy a h hossztsagi intervallum
elején szamitott f; meredekséggel elGszor kiszamitjuk a fiiggd valtozd értékét az
intervallum kozepén: Tjiq/0 = x; + % fi, majd kiszamitjuk a meredekséget az igy
becsiilt (t;11/2, Tit1/2) pontban: fiiq/2 = f(tiy1/2, Tit1/2), végill pedig a teljes h
szakaszt ezzel a meredekséggel hidaljuk at: z;11 = x; + hfip1/2. Ezt az eljarést
hagyomanyosan igy jelolik:

kl = hf(tz,l’z)
1 1
ko = hf(t; + ih»xi + ikl)

Tit1 = X + ko

A kézikdnyvek szamos Runge-Kutta modszert felsorolnak. Leginkabb javasoljuk
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a centralis "negyedrendii" Runge-Kutta modszert:
ki = hf(ti,x;)

h k
ke =hi(ti+ 520+ 5)

h k
ks = hf(ti + 5.0+

ky = hf(ti+ h,z; + k3)

ke ky ks kg
e T

)

mivel ez a szimmetria kovetkeztében valdjaban 6todrendi (4.7.2 alfejezet), és ugyan-
akkor még elég egyszert.

4.6.4. Valtozo lépéshossz

Egyenletes hibaterités. Adott pontossag eléréséhez sziikséges aktuélis 1épés-
hossz meghatarozasahoz elGszor is meg kellene becsiilni az adott 1épéshossz mellett
elérhetd pontossagot. Ez a gyakorlatban lehetetlen. Ellenben viszonylag egyszertien
elérhets, hogy a hiba egyenletes legyen, vagyis a nehéz szakaszokon kisebb lépés-
hosszal, a konnyti szakaszokon nagyobb lépéshosszal haladjunk, és az egyes azonos
hosszusagu szakaszokon nagyjabol azonos mértékid hibat halmozzunk fol. Ennek
modjat a negyedrendii Runge-Kutta modszer felhasznalasat feltételezve mutatjuk
be:

Ehhez elGszor kiszamitjuk a h hosszusagu szakasz végén a fiiggs valtozo értékét
egy h hosszisagu 1épéssel:

Ezutan ugyanezt kiszamitjuk két, egymést kovets % lépésben is:

h
Tiy1/2 = (RK)a(ts, vy, 5)

h/2+h h h
l_l(+/12+ /2) _ (RK)4(t1 + §,Zi+1/2, 5)
A két érték A = ‘xgi/12+h/ 2 _ a:gi)l’ kiilonbségébdsl nem tudjuk megbecsiilni az

elkovetett hibat, de foltehetjiik, hogy az aranyos a hibaval.
Mivel a negyedrendd Runge-Kutta modszer hibdja a lépéshossz 6t6dik hatva-
nyaval ardnyos, az egylépéses esetben a hiba ardnyos h®-nel, a kétlépéses esetben a
5

hiba aranyos (5)5-ne1, vagyis (ﬁ)-nel. Ha nem 2, hanem k lépésben szamitjuk a



204 4. Fiiggelék: Numerikus moédszerek

5

h hosszusagu szakaszt, akkor a hiba aranyos (—5)—ne1. Ennélfogva valamilyen A*

hibameérték eléréséhez sziikséges h* 1épéshossz igy szamithato:

h _h(A*>

A kitevs a megfelelg hibarenddel azonos.

E modszert hasznalva csokkend 1épéshossz esetén x;-t6l kell Gjraszamitani 1 1é-
pést az 10j lépéshosszal, novekvs lépéshossz esetén viszont x;1-t8] (mivel az aktualis
lépés elég pontos volt).

Richardson-féle extrapolacio. Adott h hosszuisagu szakasz végpontjan a fliggs
valtozo értékét altalaban pontosabban lehet becsiilni két 1épésben, mint egy 1épés-
ben. Négy lépésben még pontosabb becslést kapunk, ha h nem tul kicsi, stb.
Becsiiljiik a szakasz végén a fiiggvényértéket az adott konstans lépéshosszisagt

h

médszerrel (pl. valamilyen Runge-Kutta modszerrel) sorra a hy = h, hy = 5
h h h h

hs = "k hy = & hs = =, hg = 17 lépéshosszakkal, vagyis a h hosszisaga

szakaszt sorra 1, 2, 4, 6, 8, 12, stb. lépésben szamitjuk. (Az osztdé novekedésé-
nek algoritmusa: k; = 2k;_», hogy a lépéshossz ne csokkenjen tul gyorsan.) Az
igy szamitott x(¥) értékek az egzakt megoldashoz tartananak, ha nem lenne vé-
ges szamabrazolasbol eredd hiba. A hatéarértéket megbecsiilhetjiik, ha a (hg, z(F))
pontokra kozelits fliggvényt illesztiink, és azt a h — 0 helyre extrapolaljuk. Ta-
pasztalat szerint a racionalis tortfliggvénnyel torténé extrapolacié megbizhatéan
mukodik.

4.7. Peremérték-problémak

Ha egy differencialegyenlet (d.e.) vagy differencidlegyenlet-rendszer (d.e.r.) A&l-
taldnos megoldasaban egynél t6bb integralasi konstans szerepel, és a partikularis
megoldast kijelols kiegészits feltételek a fiiggetlen valtozonak nem egyetlen értékére
vonatkoznak, akkor peremérték-probléméarél beszéliink.

Gyakorlati példak: 1. Keressiik egy egyetlen cs6bél allo, szilard hordozora
felvitt katalizatorral megrakott cséreaktor valamely keresztmetszetében (pl. a be-
taplalas helyétsl 10 cm tavolsdgban) a héfok- és koncentracioeloszlast, ha adott a
kiils6 hokozlés vagy hémérséklet vagy szigetelés. A keresztmetszet peremén a felté-
teleket szimmetrikusnak vehetjiik. Legtobbszor a korkeresztmetszett csé belseje is
szimmetrikus, és igy a feladat egydimenziossa egyszertisodik (sugariranyu helyfiigg-
vénnyel). Ha a toltet rendezett, és pontrdl pontra, esetleg eltérd iranyok szerint
is valtozik a h@vezetés és a diffuzio sebessége, akkor a feladat egészen bonyolult
is lehet. 2. Cs6koteges reaktor valamely csévének valamely keresztmetszetében
keressiik az eloszlasokat. Ekkor a cs6koteg szélén levs csévek peremein kialakulo



4.7. Peremérték-problémak 205

viszonyok nem tekinthetSk szimmetrikusnak. 3. Egy egész cs6koteg valamely ke-
resztmetszetében keressiik a héfok- és koncentracio-eloszlast. Itt esetleg homogén-
nek lehet tekinteni a koteg belsejét, de részletesebb modellezésnél figyelembe kell
venni a helyrél helyre valtozé hévezetést. Kiilon bonyodalmat jelenthet, ha a cs6ko-
teg adott keresztmetszetében flitG- vagy hiit6kozeg bevezetés vagy elvezetés is van,
ami a tébbnyire koralakt keresztmetszet keriiletének valamely pontjaban, de nem
az egész keriileten, nem szimmetrikusan helyezkedik el. 4. Egy cséreaktor teljes
hosszaban és minden keresztmetszetében keressiik a héfokot és a koncentraciokat.
Ha a bemeneten adottak a viszonyok, és a kimenet nincs elGirva, akkor ez olyan
kezdeti-érték probléma, melynek megoldasa soran a csé vagy csékoteg hossza men-
tén haladunk, és minden lépésben egy peremérték-problémat kell megoldanunk. 5.
Langok és égofejek modellezése. 6. Szivargasok modellezése (pl. talajban). 6. Szi-
vargas, tovaterjedés és reakcio egyiittes modellezése (lebomlas és eloszlas talajban,
vizben, levegGben, kornyezetvédelem).

A hagyoményos vegyészmérnoki gyakorlatban ezeket a problémékat egyszertisi-
tett modellek hasznalataval keriilik meg (pl. Pe-szém, Bo-szédm, Da-szamok, stb.).
A szédmitastechnika fejlédésével azonban elterjedt az a tervezdi-fejlesztsi gyakor-
lat, hogy véges differencia vagy végeselem modellekkel ellenérzik a megalmodott
zatokat ellendrzik kisérletekkel. Igy sokkal hatékonyabban keresheté meg az opti-
malis folyamat. Jellemzd (bar nem vegyipari) példa erre a modern gépkocsik kicsi
légellenallasi, szinte egységes alakja.

Ha a feladat egyvaltozos (egyetlen fiiggetlen valtozd van, pl. id6 vagy csé-
hossz), akkor kozonséges d.e.-re vonatkozd peremérték-probléméat kell megoldani.
Erre specialis megoldasi modszer a "célbalovés", bar alkalmazhatjuk az altalanos
mobdszereket is. Tobbvaltozos esetben parcidlis d.e.-eket kell megoldani, ami alta-
lanosabb megoldasi moédszereket igényel.

Mivel itt parcialis d.e.-ek is el6fordulnak, vagyis tobb valtozo szerint kell deri-
valni, a fiiggetlen valtozot jeldljiik x-szel, illetve tobb fliggetlen valtozo esetén azok
tombjét a-szel. Az egyszerd jelolés kedvéért egyetlen fiiged valtozot tételeziink
f6l, amit U-val jeloliink. U-nak a numerikus megoldas eredményeképpen kapott
kozelitését u-val jeloljik.

A fiiggetlen valtozonak azt a tartomanyat, ami f6lott a megoldast keressiik, e
fejezetben ()-val jeldljiik. E tartomany egyvéltozos esetben altalaban egy szakasz,
tobbvaltozos esetben altalaban egy tetszdleges Osszefliggd tartomany. Tobbvalto-
70s esetben az () tartomany hatara nem diszkrét pontok halmaza, hanem kiterjedt
alakzat, példaul sikban egy vonal, 3-dimenzios térben egy feliilet, és a peremfelté-
teleket e kiterjedt alakzaton adjuk meg. A peremfeltételek kozdnséges egyenletek
vagy differencidlegyenletek is lehetnek.
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4.7.1. Célbalovés

A legegyszeriibb esetben az

d*U dU

@Zf(%(],a)

explicit kdzonséges masodrendd d.e.-et kell megoldani az a < x < b intervallumon,
az U(a) = U, és U(b) = U, peremfeltételek mellett. Ismert az f(x, U, U’) kifejezés,
keressiik az ismeretlen U(x) fliggvényt az a < x < b intervallumon.

Ennek legegyszertibb modja a célbalévés. Ha ismernénk az U(z) figgvény U’
derivaltjat az @ = a pontban, akkor a 4.6. fejezetben targyalt modszerek egyikével
kezdetiérték-probléma megoldésaként kaphatnank meg a keresett fiiggvényt. Mivel
azonban a kezdeti derivaltat nem ismerjiik, arra becslést adunk: U’ = V| és ezzel
oldjuk meg a kezdetiérték-probléméat. A megoldas eredményeképpen az x = b
pontban kapott értéket jeloljik uy-vel. Az igy szamitott u, érték a becsiilt kezdeti
U’ = V fiiggvénye. E fiiggvénykapcsolatot jeldlhetjiik pl. up(V)-vel.

Ha jol becsiiltiik V-vel U’ értékét, akkor a szamitott érték megegyezik a meg-
adott peremértékkel: u,(V) = U,. Ha véletleniil éppen eltalaltuk a helyes értéket,
akkor V = U'(a) és up(V') = Up. Vagyis a feladat egy olyan egyenlet zérushelyének
megkeresésére vezethets vissza, melynek alakja uy (V) = Uy, és alkalmazhatjuk az
4.1 fejezetben targyalt modszereket.

Altalaban nem tudjuk, mi a V becsiilt kezdeti meredekség alkalmas tartoméanya.
Nagyon rossz becslés mellett el6fordulhat, hogy nem érjiik el az x = b pontot, mert
egy kozbenss pontnal elhagyjuk az f(xz,U,U’) kifejezés értelmezési tartomanyéat.
Példaul negativ koncentraciot vagy negativ hémeérsékletet szamolunk, amivel az
alkalmazott fizikai modell esetleg nem csak érvényét veszti, hanem alakja miatt nem
is szamithato (negativ érték logaritmusa, nullaval osztés és hasonlé szingularitasok).
Ilyenkor segithet az intervallum kettéosztasa, pl. felezése. Becslést adunk az = =
(a + b)/2 pontban mind U, mind U’ értékére, és mindkét irdnyban szamitunk. A
két becsiilt értéket addig valtoztatjuk, mig mindkét végpontot kell6 pontossiaggal
meg nem kozelitettiik.

4.7.2. A véges differencidk modszere

A peremérték-problémak megoldasanal nem csak az U fiiggvényérték, hanem an-
nak derivaltjai is ismeretlenek. A véges differencidk modszerénél az = valtozo adott
tartomanyat diszkretizaljuk, az U fliggvényt csak e diszkrét z; pontokban szamit-
juk, és az igy szamitott kozeli u; értékekbdl becsiiljiik a derivaltakat. Tobbvaltozos
esetben a tobbdimenzids tér adott tartoméanyat diszkretizaljuk, és a kozeli diszkrét
pontokban szamitott w,; értékekbdl parcialis derivaltakat becsiiliink. Az igy be-
csiilt derivaltakat a d.e.-be helyettesitve illesztjiik az u; értékeket a d.e.-hez és a
peremfeltételekehez.
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Egyvaltozos véges differenciak
Haladé differencidkat kapunk egy-egy h hosszusagu [z;, x;11]| szakaszon, ha a
keresett fiiggvényt a szakasz egyik végébdl indulva fejtjiik Taylor-sorba.
dU
Ui-‘,—l = Uz + h (d,’lj)l + U(hQ)

amibdl az els6 derivalt kozelitése

dU Uit1 - U;
— ) == h
<dm)i h +olh)

azaz

de),” B h

Ugyanigy kapjuk a magasabbrendii derivaltak kozelitését is:

(dU) - AEI) o Ui+1 — Ujg

Uy AP _ N T
dz2? /. h2 h? h?

K3

dBU - A£3) _ Afgl - AEQ) Ui43 — 3ui+2 + 3Ui+1 — U;
dzd ) h3 h3 h3

stb.

Centralis differenciakat kapunk, ha egy-egy h hosszisagu szakasz kézéppont-
jabol kiindulva fejtiink sorba mindkét iranyban:

h (dU h)? [(d2U
Ui+;=Ui+() L &h ( ) To(h)

2 \ dx 6 da?
B h(dU (—h)? (d2U .
Ui—%—Uzw(dx)ﬁ 6 \aw2 ), Tol)

A két egyenlet kiilonbsége:

du s

K2

ahol o(h?) a hiba fokszaménak kifejezése. Innen

A >
(dx) h + U(h )

i
vagyis mig a halado differencia hibaja elséfokt, addig a centréalis differencia kozeli-
tési hibaja méasodfoku, tehat érdemes centralis differencidkat hasznalni.
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Technikailag attekinthetébb a kozelités, ha 2h hossziisagu intervallumra irjuk
f6l. Ekkor ugyanis nem kell % indext helyeket vizsgalni. A magasabbrendt centralis
differencidkat ugyanolyan elv alapjan képezziik, mint a halad6 differencidkat. Az
1., 2., és 3. derivaltak képzése, immar a kozelits u fiiggvény értékeivel:

du _ Uil — Ui
dz /, 2h

<d2U> Ui — 2 U2
i

dz? 4h2

ﬂ _ Wig3 — 3Uip1 + 33U — Ui3
da? /), 8h2

To6bbvaltozos véges differenciak

Tobbvaltozos esetben tiszta és vegyes parcialis derivaltakat kell kozeliteni. A leg-
egyszeriibb esetben egy derékszogii koordinata-rendszer tengelyeivel parhuzamos
racs osztopontjaiban helyezziik el a diszkrét pontokat, melyeket annyi indexszel
jelztink, ahany valtozo szerepel. Kiilondsen egyszeri a kozelités, ha a racstavolsag
ugyanaz a h érték minden irdnyban. Hacsak lehet, centralis differenciakat alkalma-
zunk.

Az egyik valtozo szerinti parcialis elsd, masodik, stb. tiszta derivaltakat ugyan-
gy képezziik, mint a kdzonséges esetben. Példaul kétvaltozos esetben az 1. valtozo
szerinti masodik parcialis derivalt kozelitése

(3QU> _ Wit2) = 2Uij +Uioo;
2 - 2
oxt ), ;i 4h

A vegyes parcialis derivaltak képzése ugy torténhet, hogy elszor képezziik az
egyik valtozo szerinti derivaltat, majd ezt tovabb derivaljuk a méasik valtozo szerint,
stb. Példaul

2
9"u _ Wit Ll — Uim1j — Wi—1 Ui,
8$18:L‘2 i 4h?

Ugyanigy képezhetdk e derivaltak Gsszegei is. Pl. a Laplace-operator kétvalto-
z0s esetben:

2 2
U2y o = 0u Fu\ Uit Ui U1t Uiy — A
I 923 ), ; 0x3 ), ; 4h?

avagy ugyanez 45 fokkal elforgatva:

Uit 1,41 + Win g1+ Ui1,j—1 + Yir1,j—1 — 4
8h?

2 —
\% Ui, 5 =
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Nem jelent kiilonosebb nehézséget e képletek levezetése akkor sem, ha az egyes
irdnyokban kiilonb6z6 racstavolsagokat alkalmazunk, vagy ha ferdeszogi a koordi-
nata-rendszer. Gorbevonald rendszerben gérbék mentén kell a racspontokat kije-
16Ini. Ekkor a derivaltak helyes kozelitése nagyobb gondossigot igényel, de nem
lehetetlen.

A véges differenciak alkalmazasa

Az el6z6ekben képzett véges differenciakat a d.e.-be és a peremfeltételekbe helyet-
tesitve az ismeretlen w;, illetve wu; ;.. kozelitésekre kozonséges egyenletrendszert
kapunk. Lineéris d.e. esetén a kapott egyenletrendszer is linearis, és konnyen meg-
oldhat6. Példaul oldjuk meg a

dU

1 +2U =1
lineéris kozonséges d.e.-et az Q = {z|0 < x < 1} tartoményon, az U(0) = 1 feltétel
mellett. Ez ugyan egyszeri kezdetiérték-probléma, de a véges differencidk modszere
arra is alkalmazhato.

A [0, 1] szakaszt 4 egyenls, h = 0.25 hossztsagu részre osztjuk, és a megoldast
csak a racspontokban, vagyis az x1; = 0.25, o = 0.5, x3 = 0.75, és x4 = 1
pontokban keressiik. Altaldban is, a véges differenciak moédszere a megoldést véges
szamt pontban kozeliti. A kiszamitott pontok k6zott az ismeretlen fliggvényt utolag
kell interpolélni.

A fiiggvény értéke az xo pontban a peremfeltétellel adott, ott tehat nem kell
keresni. Irjuk fol a differencialegyenletet elérehalado differenciakkal a keresett pon-
tokban:

Ez egy linearis egyenletrendszer. Figyelembe véve, hogy ug = 1, az egyenlet-
rendszer matrixos alakja:

4.0 00\ [w 3
24 00| |ua| |1
0-240]|us| |1
00 —24/ |u 1
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aminek pontos megoldasa

356 9 17
(Ulau27u3au4): 17§7T6a§

Nem lineéaris d.e., vagy linearis, de az u értékétsl fliggs egyiitthatoja d.e. esetén
nemlinearis egyenletrendszert kaptunk volna, aminek megoldasa nehezebb.

A megoldas nem ilyen egyszert, ha valamelyik derivaltat a vizsgalt {2 tartomany
peremén is szamitani kell, mivel akkor a derivalt szamitasdhoz a tartomanyon kiviil
esd pontot is f6l kell venni.

A peremfeltételek miatt racspontokat kell elhelyezni a perem mentén. T6bbval-
tozos esetben az ) tartomany hatara nagyon bonyolult alakzat is lehet. Egyszeri
alakzat (pl. téglalap vagy kor) esetén viszonylag kénnyt a racsot ugy megalkotni,
hogy a racspontok kévessék a tartomany hatarat, de bonyolult alaknél ez nem min-
dig valosithaté meg. Még ha sikeriil is a tartoméany hataran megfelel§ szamu pontot
elhelyezni, pl. egyszerdi alakzat esetén, akkor sem a perem egészén vessziik figye-
lembe a peremfeltételeket, hanem csak a kijelolt pontokban. Ezek a nehézségek,
illetve ezek a kozelitések a véges differencidk modszerével egyiitt jarnak.

4.7.3. A sutlyozott maradék modszerei

A véges differencidk modszerével szemben most nem egyes pontokban, hanem az
Q tartomany egészén kozelits fliggvénnyel keressiik a megoldast. Ennek érdekében
az ismeretlen U(x) fiiggvényt ¢, (x) an. (teljes fliggvényrendszert alkoto, lehetdleg
ortogonalis) bazisfliggvények szerinti sorfejtéssel allitjuk els:

Uz) = Zami(m)

Ez a kifejtés alkalmas « egylitthatokkal egzaktul kielégiti a d.e.-et, tehat a feladatot
az alkalmas egyiitthatok meghatarozasara vezettiik vissza.

A gyakorlatban megelégsziink véges kifejtéssel, vagyis az U(x) egzakt megoldas
helyett az

N
u(@) =Y i)
i=1
kozelité megoldast allitjuk eld.

Jeloljiik a d.e.-et altalaban D [U(x)] = 0-val. Az egzakt U(z) megoldas az Q
tartomany minden pontjaban kielégiti a d.e.-et, , de a kozelits u(x) nem, vagyis

D [Z ai@i(m)] =0
N

D [Z aiapi(w)] #0
i=1
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A sulyozott maradék modszerei szerint olyan « egyiitthatokat keresiink, melyek
a hibat (eltérést) a teljes Q) tartoméanyon atlagosan kinullazzak. Ennek érdekében
kivalasztunk N kiilonbozé w;(x) un. silyfiiggvényt (j = 1,2,...,N), és ezekkel
szorozva integralunk az 2 tartomany folott:

N
/D lZaiwi(w)l w;(x)de =0 (j=12,...,N)
i=1

Q

Az N ismeretlen «; egyiitthato az N kiilonbo6z6 (fiiggetlen) egyenletbsl megha-
tarozhato (egy egyenletrendszer zérushelyének megkeresésével).
Legyen példaul a d.e.:
eU - (du\® 2

Kozelitsiik ennek a nemlineéaris kozonséges d.e.-nek az U(x) megoldasat az
N
u(xz) = > a;p;(xz) alakkal, ahol az egyes p;(x) fliggvények ismertek, és valasz-

7
szunk ki valamilyen, ugyancsak ismert w;(z) ((j =1,2,...,N)) stlyfiiggvényeket,
majd irjuk fol az atlagos hibat a j. sulyfiiggvénnyel, és tegyiik egyenlévé nullaval:

N

33w [ ) (55 + %) woraes

i=1 k=1 Q

+ Z oy / sin(z)p;(z)w;(z)dr =0
i=1 g
A kijelolt integralok kiszamithatok, mert az integraljel mogott csak ismert fiigg-
vények szerepelnek. Az ismeretlen «; egyiitthatokra nézve ezzel egy nemlineéris
egyenletet kapunk. Mind az N sulyfiiggvényre felirva a megfelels egyenletet, egy
N-valtozos nemlinedris egyenletrendszert kapunk.

Linearis d.e. esetében csupa els6foku tag szerepel, és ha azok egyiitthatoi flig-
getlenek U-t6l, akkor a kapott egyenletrendszer is linearis, és konnyen megoldhato.
Jeloljiik a linearis d.e.-et altalaban L[U(z)] = p(x)-szel, ahol p(x) ismert fiiggvény.
Ekkor az atlagos hiba kinullazasa igy irhato:

J

Q

N
Zaiapi(w)] wj(x)de = /p(w)wj(:v)dm
i=1 o

Ekkor, mivel az integralas és az Osszegzés felcserélhets, az egyiitthatok az Osszeg
elé kiemelhetdk,

N
Z%‘,i%‘:bj (j=1,2,...,N)
i=1
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alaki lineéris egyenletrendszert kapunk, ahol

am:/LM@WM@M

Q

b = [ pla)u,(e)de
Q

A fenti integralok alatti kifejezések ismeretlent nem tartalmaznak, igy azok integ-
ralja akar analitikusan, akar (mint legtébbszor) numerikusan elére szamithato.

A silyozott maradék modszerek a sulyfliggvényekben kiilonboéznek egymastol.
A legismertebb harom modszer a kovetkezs:

A pont-kollokacié modszere. Ez a legegyszertibben alkalmazhatoé modszer az
integralast iigyesen elkeriili. Ehelyett kijeloliink az €2 tartoméanyon beliil nagyjabol
egyenletesen eloszl6 N kiilénb6zs x; pontot, és sulyfiiggvényeknek valasztjuk az e
pontok kornyezetében értelmezett Dirac-delta fiiggvényeket

wj(z) = d(x — x;)

(melyek pl. tugy is definialhatok, hogy az x; kozéppontu Gauss fiiggvény /ha-
ranggorbe/ szélessége nullahoz tart, mikozben integralja a teljes tartoméany folott
egységnyi). Tetszoleges folytonos f(x) fliggvényre igaz, hogy

/ffuww—wwnszn

igy integralas helyett elegendd a megfelel6 x; pontot helyettesiteni a fliggvénybe,
illetve a differencial-operatorba:

[ L) d@ —@))de = Lluta,)
Q

A momentumok méddszere. E modszernél a sulyfiiggvények

[wj()]x =z

alaktak, vagyis az 1, z, 22, 23, ...sorozat tagjai.

A Galerkin-moédszer. Galerkin (orosz név, ejtsd: "Galjorkin") javasolta, hogy
sulyfiiggvényeknek véalasszak magukat a ¢;(x) bazisfliggvényeket:

wj(@) = ¢j(x)

Elméleti iton alatdmaszthato az a sejtés, hogy ez hatékony valasztas.
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213

Az egyszertiség és attekinthetGseg kedvéért az egyvaltozos (kozonséges) lineéris

42U
P

d.e-et oldjuk meg az Q = {0 < a2 < 1} tartoményon, az U(0) =0 és az U(1) =0
peremfeltételek mellett. Itt tehat

d2U
LU|=—-—+U
Ul=qz+
plz) = —x
A d.e. egzakt megoldasa:

-2

A numerikus kozelitéshez vélasszuk bazisfliggvényeknek a

pj(x) =27 — 2Tt =27(1 - 2)

(G=12,..) (4.17)
fiiggvényeket, mert ezek kielégitik a peremfeltételeket, és hasznaljuk csak az els6
két tagot:

o1(z) =z — 2°

o) = 22— 2?

u(z) = arp1(z) + azpa ()
A linearis differencial-operator hatasa a bazisfiiggvényekre:

Lipi(z)] = 2+ 2 — 22
L[ps(z)] =2 — 62 + 2* — 2°
Megoldas pont-kollokaci6val.

Onkényesen kijeloljiik az x; = 0.25 és az x5 =
0.5 pontokat (még csak nem is szimmetrikusak a vizsgalt tartoméanyon). Ezekkel:

ar1 = —2+0.25 —0.25°
CLLQ = -2 + 05 - 052
b, = —0.25

a1 =2—6%0.25+ 0.25% — 0.253
azs =2—6%0.5+0.5% —0.5%

&)

Vagyis

|21E

[SIEENTE

_29
(7
1
A megoldas tomor alakban:

~x(1—2x)(42 + 40x)
u@) = 217
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Megoldas a momentumok modszerével. A sulyfiiggvények:

A lineéris egyenletrendszer elemei:

1 I
a1=[(-2+z—2?)xldx | ag1=[(2—62z+2>—2®)*1da
0 0
1 1
a172=f(—2+m—x2)*xd;v a2,2:f(2—6w+x2—x3)*xdx
0
b= [(—x)*x dx

=
-
I
O — =
—~ [©

—z)x 1 da

o,

Az integralas ebben az egyszerii esetben analitikusan is elvégezhets. Az eredmény:

_1 11N /g, _1
(18 ()= (51)
12 20 2 3
A megoldas tomor alakban:

z(1 —x)(122 + 110x)
649

u(z) =

Megoldas Galerkin médszerével. A sulyfiiggvények:

wy(z) =2 — 2%, wo(x) =2% -2

A linearis egyenletrendszer elemei:

a1n=[(2+z—2) (z—2?) dz | ag1=[(2—62z+2®—2%) (z—2?) da

=[P —

a1,2 =

=[P —

(—2 +x— x2) (mQ — 1’3) dz | az2 = (2 — 6z + 22— :E3) (x2 — x3) dx

by =

—z) (v —2?) do by = j (—z) (2% — 2%) da

O — |
—~ |©

Az integralas ebben az egyszerii esetben analitikusan is elvégezhets. Az eredmény:

o) ()= (Cx)

A megoldas tomor alakban:

(1 —xz)(71 + 63x)

u(w) = 369
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Az eredmények 6sszehasonlitasa. Az eredményeket az alabbi tablazatban ha-
sonlitjuk Gssze az x = 0.25, x = 0.5, és x = 0.75 pontokban:

0.25 0.5 0.75
Egzakt U | 0.044014 | 0.06975 | 0.06006
Kollokacié | 0.044931 | 0.07143 | 0.06221

Momentum | 0.043191 | 0.06818 | 0.05908

Galerkin 0.044080 | 0.06944 | 0.06009

A peremfeltételek kezelése

A peremfeltételek kezelésének két, alapvetGen kiilonb6z6 technikéja ismert.

Az egyik technika egyik szerint olyan bazisfliggvényeket valasztunk, melyek
kielégitik a peremfeltételeket, s ezutan az egyilitthatok meghatarozasanal elegendd
a f6 d.e.-hez illeszteni. Ezt a technikat alkalmaztuk a fenti példa megoldasainéal.

E modszer hatranya, hogy nem konnyt olyan béazisfliggvény-sorozatot talalni,
melynek minden tagja kielégiti a peremfeltételeket. Ha a peremfeltételek maguk is
d.e.-ek, akkor kiilénosen nehéz ilyeneket talalni, illetve ezek megkeresése maga is
egy-egy d.e. megoldasat jelenti (igaz, hogy legtobbszor eggyel kisebb dimenzidja
térben).

A modszer elénye viszont, hogy a megoldas, bar a {§ d.e.-re nézve kozelits,
egzaktul kielégiti a peremfeltételeket.

A masik megoldasi technika szerint olyan a egyiitthatokat keresiink, me-
lyek a D[U(z)] = 0 d.e. hibajat (eltérését) a teljes  tartoméanyon, valamint a
Pi1[U(xz)] = 0, P2[U(x)] = 0, stb. peremfeltételek hibajat (eltérését) az Q tarto-
méany {2 peremén egyiittesen atlagosan kinullazzak:

/D Lﬁ; aigoi(:c)l w;(x)dx + Z/Pk

Q k sq

N
Zaicpi(w)] w;(x)de =0
i=1

(j=12...,N)

E technika elénye, hogy a peremfeltételek figyelembe vétele nem okoz nehézsé-
get a bazisfliggvények valasztédsanal, hatranya viszont, hogy a peremfeltételek nem
teljestilnek tokéletesen.

4.7.5. A véges elemek modszere

A sulyozott maradék modszereinél nagy 2 tartomény folotti jo kozelitéshez vi-
szonylag sok béazisfiiggvényt kell hasznalni, aminek kiévetkeztében a fiiggvénysor
magasabb elemeit is alkalmaznunk kell. Gyakran bonyolult alakd tartomény folott
kell integralni, és kiilon nehézséget okoz, ha a d.e.-ben el6fordulo, U-tol fliggetlen
fiiggvények szeszélyesen fiiggenek x-t6l. Ez bonyolult szerszamoknal és késziilékek-
nél gyakori eset, kiilondsen, ha annak alkatrészei eltéré anyaghol késziiltek.
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Példaul nyomésallo reaktor héveszteségét és az edény hdéfokeloszlasat szeret-
nénk szamitani pontrol pontra. A labakon allo, gdbmbdlyitett fenekii edény ugyan-
csak gombolyitett fedelét kariméval, és azon athalad6 hatszoéglapa csavarokkal és
csavaranyakkal szoritjuk egyméashoz. A karimék kozott szogletes horonyban korke-
resztmetszetd rugalmas tomités fesziil. Az edényben exoterm folyadékreakcié megy
végbe, a folyadék folotti paratérben a hémérséklet kisebb. A fedél kbzepén tomsze-
lencén keresztiil forgo tengely hatol az edény belsejébe, aljan lapatos keverével. A
fedélhez csatlakozik beliil tobb, kiilonb6z6 hossztsagi csszakasz (betaplalasi veze-
tékek), melyekhez kiviil csGcsonkok, azokon szelepek tartoznak. Ugyancsak a fedél
része egy beépitett biztonsagi hasadotarcsa. Az edény oldalan szimmetrikusan el-
helyezve négy fogantyu is talalhatd. Az edényt héforgalom ellen nem szigeteljiik.
A kiilonféle alakok és a kiilonb6z6 anyagok hévezetési tulajdonsagainak figyelembe
vétele nagyon nehéz feladat. Tovabbi nehézséget okoz, ha az edény koriili egye-
netlen hémeérsékeloszlas miatt felléps természetes légaramlast és annak hatésat is
szamitani kivanjuk.

Milyen bazisfiiggvények alkalmazhatok ehhez a feladathoz, és hogyan integraljuk
Sket az edény, mint tértartomany folott?

Hasonl6 problémét jelent bonyolult Gsszetételd talajban folyadékszivargis mo-
dellezése, kemencék modellezése, stb.

Az ilyen, de elsGsorban linearis d.e.-ekkel leirhaté feladatok megoldasahoz hasz-
nalhatjuk a véges elemek modszerét, célszertien a Galerkin-modszer aleseteként.

Ehhez az Q) tartomanyt sok kicsi, szabalyos alakt wy résztartomanyra osztjuk,
melyek csak peremiikon érintkeznek, ezek a véges elemek. Ezek az elemek egydi-
menzids esetben révid szakaszok, melyek végeiken érintkeznek, kétdimenzios eset-
ben sikidomok, melyek éleiken és csticsaikban érintkeznek, haromdimenziés esetben
lapjaikon, éleiken és csicsaikon, stb. Az aldbbiakban az érintkezé cstucsokat csiics-
pontoknak nevezziik.

Minden cstcsponthoz egyetlen bézifiiggvényt rendeliink, melynek értéke az il-
let6 cstcspontban 1, csak a cstcsponttal kézvetleniil szomszédos véges elemeken
kiilonbozik nullatol, és a szomszédos csticspontokon értéke nulla.

Mivel az egyes bazisfiiggvények csak kis tertileten (néhéany, egy kozos csticspont-
tal érintkezs véges elemen) kiilonboznek nullatol, a Galerkin-modszerben eléfordulo
integralas is felbonthat6 ilyen, kis teriiletek folotti integralasok Osszegére, tehét
nem kell sok tagig kifejteni az alkalmazott fiiggvénysort. Ezért egészen alacsony
fokszamu polinomokat alkalmazhatunk.

A legegyszer(ibb esetben egydimenzios feladat véges tartomanyat (szakaszat)
osztjuk néhany kisebb szakaszra, és linearis részekbdl allo tortvonal a bazisfiiggvény,
ahogy azt a 4.24. abra mutatja.

Mindegyik véges elemben néhany fiiggvény irhaté fol, melyek alakja a véges ele-
mekben azonos. A 4.24. abranak megfelel§ esetben két ilyen tn. alakfiiggvény
van, a balrol jobbra emelkedd, illetve csokkend egyenes fliggvény. Az integralasokat
nem is a bazisfliggvényekkel, hanem ezekkel az alakfiiggvényekkel végezziik el, az
egyes véges elemek folott.

Az alakfiiggvények altalaban gorbék, és gy adhatok meg, hogy a kivant sima-
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sagu kozelitést szolgaltassdk. Példaul elGirhatjuk, hogy a megoldés kétszer folyto-

nosan differencialhaté legyen.

Tobbdimenziés esetben az alakfiiggvények megadésa bonyolultabb, és a szak-

irodalom egyes probléméakhoz alkalmas alakfiiggvényeket targyal.

A kapott linearis egyenletrendszer a gyakorlatban gigantikus méretd a sok kis
véges elem miatt, viszont linearis d.e.-ek esetében az egyiitthatomatrix nagymérték-
ben ritka, és szabalyos alakt, ami megkdnynyiti a megoldast. Példaul egydimenzios
esetben tridiagonalis egyiitthatomatrixa linearis egyenletrendszert kapunk, aminek
megoldasa nagyon konnyd (lasd: 2.2.2 alfejezet).
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