|. Valosziniiségelméleti és matematikai statisztikai alapok

1. A sziikséges valosziiségelméleti és matematikai statisztikai
alapismeretek 6sszefoglalasa

Az alkalmazott statisztikai modszerek targyalasaels e kotet célja, feltételezi a
valbsziriségszamitas és matematikai statisztika alépfegfalmainak és médszerei-
nek ismeretét. A témakornek magyar nyelven is tékins és jol hasznalhaté szak-
irodalma van (Vincze |.: Matematikai statisztikaaiip alkalmazéasokkal, 1975;
Prékopa A.: Valésziiségelmélet, 1980; Lukacs O.: Matematikai statiszfikldatar,
1987; Reimann J., 1992; Rényi A., 1966; Meszéna Bgrmann M.: Valbszilség-
elmélet és matematikai statisztika, 1981; Kropfl,éB mts.: Alkalmazott statisztika,
2000). Ebben és a kovetkefejezetben ezért csak attekintjik a szilksége®kddap

Az 1. fejezetben az alapfogalmakrol és a gyakraszréatos eloszlasokrol lesz
sz0, a 2. fejezet targya a statisztikai kovetkéstetagyis a hipotézisvizsgalat és a
paraméterbecslés.

1.1. Alapfogalmak
Véletlen jelenség

Ha egy gépil lekertlb termékpéldanyok valamely jelleijgét (pl. a konzervdobo-
zokba toltott paradicsoristmény tdmegét) megvizsgaljuk, azt tapasztaljugyha
jellemzs értékei kulonbodek, és ez az ingadozas elkertlhetetlen. Ugyanigpdioz-
nak az egy alkatrész (egy példany) valamely gedanetéretére kapott mérési ada-
tok.

Minden jelenséget az okok egy bizonyos rendszereldétoe. Ha az okok mind-
egyikét figyelembe tudnank venni, a jelenség lefety azokbdl egyértelian leve-
zethed, kiszdmithatd volna. Ez azonban gyakorlatilag tethen, vagy célszétien,
ezért az esetek tulnyomo tdbbségében az ingadedasienszeainek nevezziik.

Sokasag és minta

Az egy gépél lekerub alkatrészek méretadatai, a paradicsomkonzerve&géadatai
stb. sokasagot alkotnak. A vizsgalatok célja e saganegismerése. Mivel az alap-
sokasag teljes kérvizsgélatdt nem lehet, vagy nem lenne gazdaségeégezni,
ezért vizsgalatainkat csak az 6sszesség egy kotgadzére, az un. mintara korla-
tozzuk. A minta adatai alapjan a matematikai stikia segitségével kdvetkeztetiink
az alapsokasagra.

Véges sokasag elemeinek meghatarozasa elvilegségjest, de esetleg igen nagy
munka. A matematikai statisztika alkalmazéasa eikszgtelenné teszi. Végtelen so-
kasdg esetén az egész sokasag elvileg sem hértegt Példaul gondoljunk egy
adott targy tomegének meghatarozdsara. A tomegnetegbnénye a targy valodi
tomegébl a véletlen hibaval kilonbdzik. A lehetséges mieetsdmények végtelen
sokasagot alkotnak. Ha a targyat mérlegre tessziilegmérjik a tomegét, ezzel ki-
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valasztottuk a sokasag egy elemét. A mérést tobhsagismételve véges szamu
adatot, a mintat kapjuk.

ValOsziriségi valtozo

Azokat a mennyiségeket, amelyeknek érteke nemdillamanem esdilr esetre mas
€és mas lehet, azonban meghatarozhat6, hogy mekktiaziiséggel esnek meg-
adott hatarok kozé, valés#segi valtozoknak nevezzik.

Diszkrét a valosziisegi valtozé és annak eloszlasa, ha egy végesmaggzam-
lalhatoan végtelen elditkészletldl vehet fel értékeket. Diszkrét valostsegi valto-
z6 példaul az egy tiszak alatt gyartott selejtes terméekek szama. Lépetsértékei
(0, 1, 2, ...N) véges sorozatot alkotnak, aihdhz egy niszak alatt gyartott termékek
szama. Valamely gyartdé gépsor egyiszak alatti Uzemzavarainak szama szintén
diszkrét valoszitiségi valtozé. Az lzemzavarok lehetséges szamaglwm korla-
tozott, s ha a nagyon nagy szamokhoz gyakorlagilagnyagolhato (igen kicsi) valo-
sziniségeket rendellink, az izemzavarok lehetséges s&gteen sorozatot alkot.

Ha a valOszitiségi valtozo a valds szamok folytonos sokasagarakest veheti
fel, folytonos valdszitiségi valtozérdl beszéliink. Folytonos valGsisigi valtozo pl.
az acéltermek szakitoszilardsaga, vagy a polifirésége.

A diszkrét valOszifsegi valtozo &riiség- és eloszlasfliggvénye

Képzeljuk el, hogy egy péenzérmét 10-szer foldobuxk1-1a) abran lathat@(x) si-
riségfiiggvény ‘ii” az egyesx = k értekeknél annak valosfisegét mutatjak, hogy a
10 foéldobas eredménye épdenzor fej:

p(k) = A(x= K. (1.1)
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1-1a) abra. Diszkrét valésziiségi valtozo ériiségfiiggvénye
A p(x) siriiségfliggvény tulajdonsagai:
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p()g) > 0 mindenx; helyen;
Z p()g) =1. (1.2)

A szummazas az 6ssze®lemre végzerid

Szokas a kumulalt valosZiségeket is abrazolni, ezt eloszlasfiggvénynek neve-
zik. Az 1-1b) abra szerintF(x) eloszlasfuggveény értéke az k helyen azt mutatja,
hogy a fej eredmértydobasok szama milyen valosiseggel lesz 10 dobasbal leg-
foljebbk:

F(k)=P(xs K=Y H x). (1.3)

X<k

Az irodalomban a# (k) = P(x< K =Y f x) konvencié is elfordul.

x <k

10 I s
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1-1b) abra. Diszkrét valdsziiségi valtozo6 eloszlasfiiggvénye
A folytonos val6szifségi valtoz6 #riiség- és eloszlasfliggvénye

Abrazoljuk a konkrét mintavétel soran kapott érkéteolyan derékszdigkoordinata-
rendszerben, amelynek abszcisszajan a valiszinvaltozot osztalyokba soroltuk.
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1-2. abra. Hisztogram é#iriségfliggvény

A Ax intervallum az osztaly szélességepedig az osztaly k6zepe, az un. osztalyin-
dex. Az intervallumok mindegyike folé téglalapojzcdunk ugy, hogy a téglalapok
terllete az intervallumokbeli @brdulasok relativ gyakorisagavai/{N), legyen ara-
nyos (1-2. 4bra). Ez az un. relativ gyakorisagitoigram. Ha egyre tébb mérést vég-
zink és finomitjuk az osztalyszélességet, fdx) valdszitiség-siriségfliggvényt
kapjuk, amelyet az abran folytonos vonal jeldl.

A giriségfiggveny értelmezése

Annak valodszifisége, hogy ax folytonos valdszitiségi valtozéa ésb kozotti érte-
ket vegyen fol (1-3. abra):

P(a< x< B:F f( ¥ dx (1.4)

f()

a b X

1-3. abra. A folytonos valdsZigégi valtoz6 griiségfliggvényének értelmezése
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Mivel x folytonos valoszitiségi valtozo, nincs értelme egy-egy érték valdsageé-
rél beszélni, ugyanisP(x: xo) =0 (bar ez nem lehetetlen esemény).
Az f(x) sirtiségfiiggvény tulajdonsagai:

f(x)=0 -0 < X < o0, vagyis f(x) értéke nem lehet negativ,
J. f(x)dx=1, vagyis az egész gorbe alatti teriilet egységnyi.

Abréazoljuk a kumulalt relativ gyakorisagokat (anmalativ gyakorisagat, hogy a va-
|6sziniségi valtozad vagy annal kisebb értékeket vesz fefliggvényében (1-4. ab-
ra). Itt, ha egyre tobb mérést végzink, az eloBr@sényt kapjuk, ezért azdddbi
kumulalt relativ gyakorisagi hisztogramot, ill. it tapasztalati eloszlasfiiggvény-
nek is nevezik. Az eIoszlasfuggvenymusegfuggveny integralja (l. az 1-5. abrat):

F(x) = P{xs x) = I (4 dx (L5)

A siiriiség-, ill. eloszlasfuggveny alakjanak és paramigtekdsmerete jelenti a soka-
sag ismeretét.
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1-4. abra. Folytonos valosZisegi valtozé kumulalt relativ gyakorisagi hisztogja
és eloszlasfuggvénye
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F(x)

% X
1-5. abra. A folytonos valdsigégi valtoz6 eloszlasfiiggvényének értelmezése
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Paraméter és statisztika

A sokaségra vonatkoz6 valosiseg-siriiség-, ill. -eloszlasfiiggvény konstansai, ill.
ezek szarmazékai (momentumok stb.) a paraméteraiérAssel (mintavétellel) ezek
értékeibl, azaz a &riség- és eloszlasfuggvényrakarunk informéaciét szerezni. A
paraméterek analogonjai a minta jelléimzagy mas néven statisztikédk. A paraméte-
rek a sokasag tulajdonsagai, mig a jelléknistatisztikak) a mintaéi.

A legfontosabb paraméterek és statisztikak (jeli&inz
Véarhaté érték

A varhato érték definicioja folytonos valosisegi valtozo esetén:

00

E(x) = j xf( X dx= u, (1.6)

ahol f(x) a diriiségfiiggvény.
Diszkrét valoszitiségi valtozoéra:

E(¥) = Z x f x). (1.7)

A varhato érték a sokasag tulajdonsaga, tehat gdeam
A mintara a varhato értékkel analog statisztikaaargani atlag:

X=ﬁ§:xi : (1.8)

A valoszidiségi valtozé fliggvényének varhatd érteke
Ha ¢(x) azx folytonos valdszitiségi valtozo egyertékvalos fliggvéenyeg(x) varhato
ertéken a kovetkézkifejezést értjik:

elo(x] = [ 404 1) ax 1.9)

Ennek alapjan konnyen belathat6, hdgfycx) = cH ¥, ésE(c) = ¢, aholc konstans.

Ha Xy, Xa,..., X, vValosziriségi valtozék (pl. egy veefidninta elemei), a definicio-
bél belathato, hogy

E()(1+)(2+D]]]})§]):E()g)+ E(>5)+D]IBF I‘ég() (1.10)

Median

A median az az érték, amelynél nagyobbat a val@segi valtoz6 ugyanolyan val6-
szinmséggel vesz fel, mint kisebbet (1-6. 4bra). A media -vel jeldlve ez a kovet-
kezot jelenti:

F(u)=05. (1.11)

A tapasztalati median a nagysag szerint rendezataetemek kozll a kbzépsPa-
ros mintaelemszam esetén a két kogé&ptek szamtani atlaga.
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1-6. &bra. Médusz, median, varhaté érték

Modusz
A mdbdusz a valésziiségi valtoz6 legnagyobb valosiggdi értéke (a @riiségfiigg-
vény maximumbhelye). Egy eloszlasnak tdbb médusiehist.

A tapasztalati moédusz a legnagyobb gyakorisaglabysga hisztogram legmaga-
sabb téglalapjanak) osztalyindexe. Ha tobb médadatiunk, altalaban tobb sokasag
O0sszekeveredésére gyanakodhatunk. Egycsucsos srikusiecloszlas esetében a
modusz és a median egybeesik a varhat6 értéklammetrikus esetben nem (1-6.
abra).

A variancia definicidja
Az x folytonos valoszitiségi valtozora:

var(x) = I[X— E 3" () de E[E( x—,u)z. =0°. (1.12)
Diszkrét valoszitiségi valtozoéra:

var(x)= X[ - B §3)= g x4)°

azaz a varhato értétvald eltérés négyzetének varhato értéke. Szokawmggyar
nyelvii szakirodalomban is) a kovetkejel6lés:D(X).

Megjegyzend, hogy a magyar szakirodalomban a variancia hetysttérasnégy-
zet elnevezeést hasznaljak. Az elméleti és a taplasizézorasnégyzet megkulonboz-
tetése végett tartottuk szikségesnek, hogy konypemknas kifejezést hasznaljunk.

A variancia a sokasag tulajdonsaga (ezeért paramétegiriségfuiggvény ,szé-
lességét” adja meg. A definicid alapjan konnyertbelto, hogy

(1.13)

Var(cx) = ¢Vaf ¥, (1.14)
eés fuggetlerx; , X2 ,.., X, valésziriségi valtozékra (mint pl. egy minta elemeire):
Var(x + x, + [ x,) = Vaf x) + Vaf %) + 03 Va x). (1.15)
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A variancia mintabeli analogonja a szorasnégyzeis(méeven tapasztalati szoras-
négyzet vagy korrigalt tapasztalati szorasnégyzet):

1S
$=—— 3 (x -%)°. (1.16)

1.2. A legfontosabb diszkrét eloszlasok

Szamos diszkrét eloszlas ismeretes, kozulik szamumost a binomialis és a
Poisson-eloszlas a legfontosabbak.

A binomidlis eloszlas

Dobjunk fol egy pénzérmétszer. Legyemp annak valosziisége, hogy egy foldobas
eredménye fej legyen (ez hibatlan érménél 0.5).aknralészifiségét, hogy a soro-
zatban épper legyen a fej dobasok szama, a kovetkdziiségfiggvény adja meg:

p(x) = @ p*(1-p)"". (1.17)

Altalanosabban a binomiélis eloszlas akkor hasmté) ha a vett minta eleme
kétféle lehet. A gyartmany- vagy gyartasellerésnélp a sokasagbeli (tételbeli) se-
lejtarany,x az n elemi mintaban talalt selejtes darabok szama. Szikségey, a
mintavétel visszatevéssel torténjék, vagyik-adik mintaelem ugyanolyan eséllyel
legyen selejtes, mint kt+1-edik. Természetesen a gyakorlatban nem szokdtta v
mintaelemeket visszatenni, ekkor a binomidlis désszsak kozelités, amety<< N
esetén teljesen jogos.

A binomialis eloszlasu valds4iségi valtozo varhato értéke és variancigja:

E(x) = np, (1.18)
Var(x) = np(l— p) (1.19)

Ha a talalt selejtes darabok szama helyett a nefitablejtaranyt tekintjik valoszi-
niiségi valtozonak, ennek varhato értéke és varianciaj

E(Ej = p, (1.20)
Var(%j . p(lr: P . (1.21)

A mintabeli selejtarany is diszkrét valosisegi valtozo, bar lehetséges értekei nem
egész szamok. Példaul 20 elemintaban a talalt selejtarany lehet 0, 1/20, 220

A Poisson-eloszlas

Ritka események eloszlasanak modellezésére haammafi. a ritkan éforduld se-
lejtes darabok tételenkénti szama, israkonkénti fonalszakadasok szama, az tizemi
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balesetek szama évente, a festési hibahelyek szgynauton stb. A midségbiztosi-
tasban elésorban a termékegységertferduld hibak eloszlasanak modellezésére
hasznaljak.

Annak feltételei, hogy a ritka esemény valamel§-irstervallumbeli, vagy adott
egységbeli ¢ifordulasainak szama Poisson-eloszlast kévessen:

a) barmely egységben bekdvetkerseménynek fiiggetlennek kell lennie a tobbi
egységbeliil;

b) az esemény bekovetkezésének valdisdge barmely egységben azonos, és ara-
nyos az egység méretével;

c) annak valosziisége, hogy két vagy tobbsérdulas kdvetkezik be egy egység-
ben, az egység méretének cstkkentésével nullatoz ta

Ha a binomialis eloszlasnalpaparaméter igen kicspl 0), a mintaelemszam pedig
igen nagy I — «), de kbzben amp= A szorzat véges konstankX 0), a valoszitr
ségi valtozo Poisson-eloszlasu lesz.

A Poisson-eloszlasu valés#segi valtozo srisségfiiggvénye:

e’ Ax
p(x) = B (1.22)
Vérhato értéke és variancigja:
E(x)=Val( X =A. (1.23)

1.3. A legfontosabb folytonos eloszlas: normalisedzlas

A természetben akkor talalkozunk normalis elosalass sok, egymastdl fluggetlen,
egyenként kis hatasu tényehatasa 6sszeadodik. Emiatt a kdzvetlenll méretveél
lenszeti ingadozasokat mutatd adatok (tomegmirséklet stb.) jo kozelitéssel nor-
malis vagy Gauss-féle eloszlasu sokasagbdl vettmeak tekintheik.

A Gauss-eloszladigiség- és eloszlasfuggveénye:

f(x)ziexﬁ{_i(x‘ﬂjz] (1.24)
27110 2\ o

X 2
F(xi) =£ﬁex;{—%(x;y) }dx. (1.25)
A normélis eloszlasu valosisegi valtozé varhato értéke és variancigja:
E(x) = u, (1.26)
Var(x) = o°. (1.27)

A normalis eloszlas szokasos rovid jelol8kg, o), pl. N(O, 1).

Ha az eloszlasfiiggvény értékeit tablazatba akarriaglalni, haromdimenziés
tablazatra lenne sziikség, mivgk) az x valtozon kivil ay és o paramétereket is
tartalmazza. Célszétehat transzformaciot keresniunk.
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Normalizalt (standardizalt) normalis eloszlas: wstlas

Definialjuk a kovetke& valosziriiségi valtozot:

X—H
= : 1.28
u=" (1.28)
Az Uj valbsziriségi valtozé paraméterei:
— E —
E(u) = E(X ”) _EX-p_ (1.29)
o o
- 1
Var(u) = Var(x ,u) =—Var(x) =1. (1.30)
o o

A két paraméter felhasznalasaval a normalizalh@sedizalt) normalis eloszlasi-s
riségfiiggvénye:

1 u?
f (u) o 2) (1.31)
Minthogy a $riiségfiiggvényben egyetlen paraméter sem szerepebrraalizalt
normalis eloszlas eloszlasfliggvényének értékei disth tablazatba foglalhatdk
(Fuggelék I. tdblazat). E tablazat adatai barmilpanamétdr normalis eloszlasra
hasznalhatdk a transzformacios képlet alkalmazésava

Annak valészitisége, hogy &l(y, o) eloszlasix valdsziriségi valtozé nem ha-
ladja mega értékeét, a kovetkézintegrallal adhatdé meg:

P(x< a)= Hg = T\/%Taex{_%(x;ﬂjz} X:T%Tex;g—u—;jdu= F(Lg) ,

—00

a_
ahol ua:Tﬂ.

A P(x< a) valdsziiség értékét az 1a} abran a vonalkazott teriilet mutatja. A

kettos vizszintes skala szemlélteti a transzformaciat.1Ab) abra az eloszlasfiigg-
vénnyel magyarazza ugyanezt.
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f(x)

a X

Ug u

1-7a) abra. Standardizalt normdlis eloszlasu valdsdgi valtoz6 griségfliggvénye

F()

F(a)

a X
Ua

1-7b) abra. Standardizalt normalis eloszlasu valdsdgi valtozo6 és
eloszlasfluiggvénye

Tehat annak valGszisége, hogyx < a, megegyezik annak valés#segével, hogy
a-pu
usu, =

= Uy .

g

1-1. példa
Hatarozzuk meg annak valosi$éégét, hogy ax normalis eloszlasu valos#isegi
valtozo a( U—O, U+ a) intervallumba e% értéket vesz fel!

P(,u—a< X< U+ 0') = F(,u+ 0') - F(,u— 0')
Az Osszefluggést az laBesb) abrak szemléltetik.

22



00 \ -

\
L\

2
XX
ZRIXKS

//,

I
o U U+C X
i 1l
-1 0 1

u

1-8a) abra. A normalis eloszlasu valosmsagi véltozé( U—O, U+ 0’) intervallumbe-
li eléfordulasanak valosziisége a@iiségfliggvényen szemléltetve

F(u+o)
/ P(u-o<xspt0)
F(u-o0) y
I
p-o H  p+to X
1 0 1

1-8b) abra. A normalis eloszlasu val6smsagi véltozé( U—O, U+ a) intervallumbe-
li elé6fordulasanak valGsziisége az eloszlasfliiggvényen szemléltetve
+0 - -0-
_H H_ 1 W = H H_ _

ufﬁlsﬁ - alsé —

o o
A Fuggelék |. tablazatabdF(1) = 0.84134 Belathatd, hogy mivelf (x) szimmetri-

kus fliggvény éd () =1, F(-a)=1- F(a). igy F(-1) =1- F() = 015866
P(,u— O< XS u+ J) =0.68268 P= 0.683, azaz a valosZiseg 68.3 % .

1

Hasonl6é szamitassal adodik:

intervallum
szélessége
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0.68268

0.9545

0.9973

1-2. példa

Hatarozzuk meg, hogy eg)d(,u, 02) normalis eloszlasu valostisegi valtozo érte-
kei milyen szimmetrikus intervallumban vannak 950%-ill. 99 %-o0s valoszirség-

gel!

Hatarozzuk meg 86z06r azu normalizalt normalis eloszlasu valtozo also éssfel
hatérértékét! Legyemr annak valészifsége, hogy az érték az adott intervallumon
Kivul esik; szimmetrikus igiiségfiggvenyil lévén sz0,a/2 annak valésziisége,
hogy balra, ill. jobbra kiesik az intervallumboh9l abra):

A Fuggelék I. tAblazatabol

a 0.05 0.01
1-a 0.95 0.99
1-a/2 0.975 0.995
u 1.96 2.58
f(X)
al2
T I '
Xalsc H Xfos1sé
“Uar2 0 -Ugro

u

1-9. abra. Aar-eloszlasu valosziiségi valtozd 1a valdszirisédi intervalluma

Térjunk vissza az eredetivalosziriségi valtozéra és hatarozzuk meg a kérdéses in-
tervallumot! Tehatx, =t — 0 U,,»; Xes = U T O U,y,.

a 0.05 0.01
Xals6 W=1.960 | (2.580
Xfolss 1.960 | 1H+2.580
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