2. A statisztikai kovetkeztetés

Az 1. fejezetben lattuk, hogy az eloszlas ismeméképet alkothatunk a folyamat
eredményéil, pl. a selejtaranyrol, vagy arrél, milyen valggdéggel kapunk adott
taréshatarok kozotti ménealkatrészeket. A valésagban a folyamat (az eleyga-
raméterei ismeretlenek, ezért a matematikai stidegsmodszereivel kdvetkeztetiink
a minta statisztikai jellendb6l a sokasag eloszlasanak paramétereire. A kovetkezt
tésnek kétd mddszere van: a becslés és a hipotézisvizsgdlaerEa fejezetben e
modszereknek a mérési adatok feldolgozasa és @ségazabalyozas szempontjabol
elssdlegesen fontos vonatkozasait ismertetjuk.

2.1. A minta statisztikai jellema#i

Ebben az alfejezetben attekintjik a véletlen matddisztikai jelleméinek eloszlasat
és a sokasag paramétereivel valo kapcsolatukat.

A minta akkor hasznosithato statisztikai kovetkezee, ha véletlen minta. A ve-
letlenszeiiség itt azt jelenti, hogy a mintavétel soran nemgégyesitiink szandékos-
sagot, igy pl. egy véges sokasag barmely elemégyghrena esélye van arra, hogy
kivalasszuk. A véletlen mintabdl statisztikai jetizket szamolunk ki (pl. atlag, szo-
rasnégyzet, selejtarany), melyeket statisztikakealevezink. Ha ismerjik a sokasag
eloszlasat (az eloszlas tipusat és paraméteragkaphatjuk a mintabeli jellertiz
eloszlasat is.

Altalaban célszéraz adatokat abrazolni, mert rogton képet alkotilaar elosz-
las jellegédl. A vizualis benyomas sugallja az elvégzérsdatisztikai vizsgalatokat
is.
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a) b)
2-1. 4braa) Dobozos abra @3 hisztogram szimmetrikus eloszlasbdl vett mintara

A mintabeli adatatok grafikus megjelenitésének legjierjedt mdédja a dobozos
abra (box-plot ill. box-and-whisker plot). A Z&jlabran 51 elefhminta dobozos ab-
rajat mutatjuk be, a mellette &2-1b) abran pedig ugyanennek a mintanak a gyako-
risagi hisztogamjat lathatjuk.

A 2-1a) abran a vizszintes vonalak a s#aédstékekig tartanak, ha nincs kiugroé ér-
ték. A dobozban l&/négyzet a tapasztalati median (aminél kisebb ggafd érté-
keket egyforma gyakorisaggal vesz fol a valtozéalazn értéke 50.1). A minimum
€s a doboz alsé vonala altal hatarolt intervallum{®/; 44.8) van az adatok 25%-a
(also6 kvartilis:Q,). Ugyancsak az adatok 25%-a talalhaté a dobo? fiwala és a
maximalis értek kozotti tartomanyban (54.6; 63sdvartilis: Qs).

A bemutatott abrazolas jol hasznalhaté t@deges eloszlasu sokasaghbdl vett minta
abrazolasara, mivel az ilyen abrazolasnal konnyatelhet az eloszlas esetleges
aszimmetrigja is. Erre latunk példat a&@-abran, a 24) abra pedig a mintabeli ada-
tok relativ gyakorisagi hisztogramjat mutatja.
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2-2. dbraa) Dobozos abra @3 hisztogram aszimmetrikus eloszlasbadl vett mintara

A dobozos abrak egysimn elkészithék, a hisztogramokkal ellentétben vi-
szonylag kis elemszamu mintara is hasznalhatok.

2.1.1. A szamtani kdzépérték
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A szamtani kdzépértek definicioja
Képzeljunk el egy tetgteges eloszlasu sokasagbol vettlenti mintat! Elemeinek
szamtani kbzépeértéke:
1 1
Xzﬁ(x1+x2+...+ )g)=Ein : (2.1)

aholx; , X2, ...,Xn a valoszifiségi valtozok, a minta elemex; természetesen maga is
valOsziriségi valtozé. Mivel a minta elemei ugyanazon al&psagbol szarmaznak,
varhaté értékik ill. varianciajuk azonos.

A szamtani kdzép varhato értéke:

1 1
E(x) = [ E(x) + E(x) + B H x)] =—[nE(X] = E(} = 4. (22)
A szamtani k6zépérték varianciaja:
Var(x)

Var(x) = n—lz[Var(x1)+Var( X,) + (I3 Vai( >g)] = n_12 nvar(x) = (2.3)

Lathatd, hogy a szamtani kozép varhato értéke azaminta egy elemének varhato
ertékével, varianciaja pedig az egy elem variaaoin-ed része, barmiféle eloszla-
su sokasagbal vett mintardél legyen is sz6.

2-1. példa
Ha egyu = 10 véarhato értékés o = 0.25 varianciaju sokasagbal= 5 elenti min-
tat veszink, milyen intervallumban lesz a mintaelkratlaga 95% val6sZiséggel?

Hogyan viszonylik ez a tartomany ahhoz az intemwahoz, amelyben a mintaelemek
95% valdszitiséggel vesznek fol értékeket?

P(,u— U0l n< X< p+ L{,,ZU/\/_T) =1l-a
A Fuggelék |. tablazatabat = 0.05 valoszitiséghezu,,,, = 196.
P(10- 196005V 5 < 16- 198 06/ )5 A .956%< 1044 . 095

vagyis az atlag a véletlen ingadozas kovetkezt€n®@ és 10.44 kozotti ertékeket
vesz fol 95% valosziiséggel.
Az egyedi értékekre a 95% valosisedi intervallum:
P(10- 196005 x< 16- 1968 05 .095 P(9.02< X< 1098= 095
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X
2-3. dbra. Egyedi érték és atlagértékisegfiiggvénye és 95%-0s valdsméghez
tartozo intervalluma

Az egyedi értékekre az ingadozas intervalluma j&zaéllesebb. A 2-3. dbra mutatja
normalis eloszlas esetén az egyetlen mintaelenz ésetenii minta atlaganakisi-
ségfliggvenyeét.

2.1.2. A centralis hatareloszlasi tétel

Barmilyen eloszlasu sokasagbol vett mintak szamitéaépértéke kdzetileg nor-
malis eloszlast kovet az eredeti eloszlas varhati@ke korul, variancigjuk pedig

e . X-
&In. Tehat azx N(,u, o?/ n) eloszlasu valészitiségi valtozo, vagyis aﬂ:T\’;%

N(O, 1) eloszlasu. Ha az eredeti eloszlas szimmedyitnar négy eletnmintara is jo
a kozelités, és altalanosan egyre javul a mintaadém novekedésével.

2.1.3. A normalis eloszlast minta sz6rasnégyzeténeloszlasay*- (khi-négyzet-)
eloszlas

Vegyunk egyN(,u, 02) normalis eloszlasu sokasagimoklemi mintat: xg, Xo, ..., X!
X—H
o

Ezekl®l az u= normalizalt normalis eloszlast(O, 1)] valdszitségi valto-

z0k képezheik. A x’-eloszlasu valdsziiségi valtozot a kévetkéképpen kapjuk:

XO=U B = D0 (2.4)

i=1
A négyzetdsszew szabadsagi fokan amy( uy,..., Uy) lineéris rendszer szabadsagi
fokat ertjuk. A lineéris rendszer szabadsagi foka@gkapjuk, ha a valtozék szamabdl
levonjuk a koztik |é§ linearis 6sszefiggések szamat. Mivel itt a taggkreéstol
fuggetlenek, az 6sszeadandok szamanegegyezik a szabadsagi fokkal. Az eloszlas
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siriségfiggvénye csak laparamétert tartalmazzet'v( )(2), rajza a 2-4. abran latha-
to.

0.20

()
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0.00 L=

2-4. abra. Ax’-eloszlas sriiségfuggvénye kiilonbdzszabadsagi fokhoz

A Fuggelék Il. tablazatdban a kulonfétevalosziriségekhez ég szabadsagi fokhoz
tartozoé x? kritikus értékek vannak feltintetve.

A x?-eloszlasu valdsziiségi valtozo varhato értéke:

lr)=d 3] =X )= d(u-0 =S vefh=v. e
Variancigja:

Var()(z) =2v. (2.6)
A y*-eloszlas felbontéasi tétele (Fisher—Cochran-tétel)

Legyen folbontvak szami kifejezés 6sszegérevaszabadsagi fokiy*-eloszlasu
négyzetdsszeg:

iuf:Ql+Q2+...+Q]+...+Q, (2.7)

ahol aQ, -k (j =1...k) maguk isN(0O, 1) eloszlasu valésZiségi valtozok linearis ki-
fejezéseinek négyzetosszegei szabadsagi fokkal. Ekkor annak szlikséges és elég-
séges feltétele, hogy &, neégyzetosszegek fliggetlenek és parameter X-
eloszlastiak legyenek az, hogyQa negyzetosszegek; szabadsagi fokok osszege
egyend legyen a bal oldalon allé négyzettssresyabadsagi fokaval:

vzzk:vj . (2.8)
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Példaul: legyenek az valosziriségi valtozok normalis eloszlasuakyarhatd érték-
kel éso” varianciaval; ekkor

x2=2[xi;’"’j2. 2.9

A kdz6s o -tel mindkét oldalt szorozvg®o” eloszlasu kifejezést kapunk:

Xor=Y(x -ﬂ)2=§[(>ﬂ -7)+(‘x-ﬂ)]z=é(x-‘>)z+ -4, (210)

i=1

ugyanis

23 (x ~X)(x- )= 43 W3 (=) =0, (211)
mertiZ(xi—X)=Z>g—n‘x:O.

A kiindulasi négyzetosszeg®o? eloszlasiv = n szabadsagi fokkal, az algebrai
felbontas utan kapot®, ésQ, kifejezések isy’c? eloszlasuak lesznek -1, ill. 1
szabadsagi fokkal és egymastol fliggetlenek.

A Q, eltérés-négyzetdsszeg szabadsagi foka azéflt, mertn szamu 6sszeadan-
dot tartalmaz ugyan, de ezek kozil csakl fuggetlen, ugyanis

2%

X=—1—
n )

ezert az(xl - )‘() + ( X, = 7()+...+( X - ‘>§ = 0 Osszefuggés érvenyes kozottik.

Ne higgylk, hogy a felbonthatésag feltétele mingigesul! Példaul a kévetkéz
felbontas esetén nem:

LN

. 2 o~ \2 _\2 _ 2
20w =200 =% (0= e )
V,=n-1, v, =1, v, =1
Az el négyzetdsszeg szabadségi foka améftl, mert n—1 6sszeadandot tar-
talmaz, amelyek kozo6tt nincs kapcsolat (mixel..., X, €sX kdzott nincs kapcso-

lat). Igy a felbontas soran kapott harom négyzkitegezés nem mindegyikg?o?
eloszlasu, és nem mind fiiggetlen egymastal.
A felbontasi tétel megforditasaként hasonlo additéfel is érvényes.

A normalis eloszlasu sokasaghol vett minta tap#sztszorasnégyzetének eloszlasa

A korrigalt tapasztalati szérasnégyzet definicioja:
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1 & 2
Z=—— =X 2.12
s =Y (2.12)
A (2.10) egyenlettl lathato, hogy aZ(xi —7()2 négyzetosszegy’o?® eloszlasu,

i=1
v =n-1 szabadsagi fokkal, varhat6 értéke:
E{Z(xi —7()2}=02 Hx?) =0 n-1). (2.13)
i=1

A (2.12) egyenlettel definialt korrigalt tapasztakzorasnégyzet varhato értékera
variancia:

E{Z(xi —7<)2/(n—1)}:a2 Hx?)/(n-1) =02 (2.14)
i=1

igy a korrigalt tapasztalati szorasnégyzeto?/v eloszlast, vagy masképpen az
v/ o? kifejezéS)(2-eIoszIélsL'()(2 = SZV/O'z) , v=n-1 szabadsagi fokkal.
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2-2. példa
Egy o = 0.08 varianciaju normalis eloszlasi sokasagbol 8 élanimtat vesziink.

a) Hatarozzuk meg azt az intervallumot, amelytes’ &orrigalt tapasztalati sz6-
rasnégyzet 95%-o0s valds#geggel megtalalhat6!

P( ilsé <§< émsa) =095

XZJZ S:sév 656V
P(ﬁlsé <T s 'olsﬁj = FE? < XZ s i_—lz = P(X;sé <)(2 < sz'c')lsﬁ) = 095

Annak val6szitisége, hogyy” < x2.. legyen 0.025, azé pedig, hogy < x’.;.
legyen 0.975.v = 7 szabadsagi fokra a Fuggelék II. tablazatajf) =169;
Xiss =16.0. Igy

2 2 2 2
B(y2 < y?< 2“~:F{Xalséa- <52st6|3er2
(Xalso X Xfolso) v v

<&<

16901008
o0

16.0000
—fﬁ = 00193« < 018B= 095
7

Vegyuk észre, hogy a szérasnégyzet milyen széksntanyban ingadozhat,
pusztan a véletlen kovetkeztében!

f(r*)

0.025

0.025

|
Xaiss Xiolso X
2-5a) abra. A y?-eloszlas kritikus értékei

b) Hatarozzuk meg azt az értéket, amekfe®5%-o0s valdszitséggel nem halad
meg!

P(s < §.,) =095
A lI. tAblazathol x2, ., =141

P(sz st'—Uj = P{és@ﬁ = #8<016]= 095

14
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T
2

2
X a X
2-5b) abra. A x? eloszlasa valoszitiséghez tartozo fadskritikus értéke

2.1.4.t-eloszlas (Student-eloszlas)

Az u-eloszlas sokszor nem hasznalhato, ha a minta eéenaskicsi, €s nincibéges

elszetes adathalmazunk @ variancia becslésére (csak kis szamu ismétlésiszor
négyzetével helyettesithetjik). llyen esetekbenlaikzando &eloszlas (2-6. abra).

0.4 ¢ e

2-6. bra. A-eloszlas sriiségfiiggveénye kilonbézszabadsagi fokhoz

Egy & normalis eloszlasu valéstigegi valtozobdl a kovetkézkifejezéssel ka-
punk Student-féle t-eloszlasut:

_u _¢-E(g)_¢-El)
\/? /Xzagz S
v v
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Az eloszlas egyetlen paramétere a szabadsagi fekéna,V, amely a neveiben
lévé szbras négyzetének a szabadsagi fokszama.

Varhato értékeE(t) = 0. (2.16)

A 2-6. abran av = 1, 4 €20 szabadsagi fokokhoz tartozorgségfliggvenyeket
abrazoltuk. Hav - o, at-eloszlas kézeledik a normalis eloszlashoz. A gylakoan
a v > 30 esetén keloszlast normalis eloszlassal helyettesithetjtk.

Szarmazzék példaultavalosziriségi valtozé an elemii minta kbzéepértéekeéih. A
kovetked valdsziriségi valtozd-eloszlasun — 1 szabadsagi fokkal:

X-p  X-

t=——

S T oin (2.17)

A Fuggelék Ill. tAblazataban a kulonfetevaldsziriségekhez ég szabadsagi fokhoz
tartozot,y, kritikus értékek vannak feltiintetve. Miveltaloszlas szimmetrikus, az
alsé kritikus értékettz,-lel szokas jeldlni.

A t valésziriségi valtozdoa valdsziriséggel veszi fol a €. , ta) intervallumon
Kivul e értékeket (2-7. abra).

f(t)

al2 al2

T i T
L2 0 tar
2-7. abra. At-eloszlas kritikus értékei

2-3. példa
10 mérés eredménye a kovetke24.46; 23.93; 25.79; 25.17; 23.82; 25.39; 26.54;
23.85; 24.19; 25.50.
X =24.864; <*=08942:; s=0.946
Ne feledjuk, hogy nem a kozépérték szorasa, hanem az egyedi mékekrt
Kérdés: milyen intervallumban van a valédi értéR®6s valdszitiseéggel?

_X-u
svn'’

P(-t,, <tst,,)=1-a,
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P(>‘<—t,,/2 JVn< s x+ 1, ;éx/_l)zl—a.
A lll. tablazatbola = 005 ésv=n-1=9 ertekekhez,, = 2.262.

t,,S 2262000946
al2

= = 0.677, P(24 29< y< 2564= 095
Jn J10 ( H 4

Tehat a 95%-0s konfidencia-intervallum: (24.29 625%.

2.1.5.F-eloszlas

Legyen x{ és x. két, egymastol fuggetlen? -eloszlasu valésziségi valtozov, ,
ill. v, szabadsagi fokkal. A kovetkéxkifejezésF-eloszlasu, a szamlalé szabadsagi
foka vy, a neveéé v, :

2
co Xlz/vl | (2.18)
X3 /vy
SZ SZ XZ
F. | s h = 2. _——
igyelembe véve, og’%—zv X5 2
2 /0.2
F= Slz L. éshas? =02, (2.19)
s /0,
S
F :g_ (2.20)

Vagyis azonos variancigju normdlis eloszlasu sal@ddol vett mintdk tapasztalati
szOrasnégyzeteinek hanyadésaloszlasu (2-8. abra).
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2-8. dbra. AF-eloszlas sriiségfuggvénye

Takarékosabb tablazatot készithetiink, ha csaksa fitart adjuk meg, az alsot
ugyanezen tablazatbol kis szamolassal kapjuk.
LegyenF,(v,,V,) aV, ésv, szabadsagi fokokkal jellemzéiteloszlasu valdszi-

niiségi valtozénak az a kritikus értéke, amelyet ak asvaldsziriséggel halad meg.
Erre a kbvetkeZ egyenbség érvényes:

1

F (v,V,)=——.
(1:02) Fo (V2 11)

(2.21)

f(F)

F F

a

2-9. dbra. AZF-eloszlas kritikus értékei
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2-4. példa

Azonos modszerrel két mérési sorozatot kaptunk lyaket ill. 7 mérésbl allnak.
Milyen intervallumban lehet a két minta szérasnégguek aranya 90 % valdsiin
séggel?

Minthogy azonos mddszéirvan sz0, a variancia valtozatlarf: = o7 .

P( Falsé < SAZ/ § < Ff(')'lsc”)) = 090
A FuggeléklV. tdblazatabol
F

f6ls6

= Fy5(3, 6)=4.76
1 1

F =
Fos(6, 3 8.94

al

s6 = Foes(3, 6) =

=0.112.

Az eredmény: a két szérasnégyzet aranya a (0.118) éhtervallumba esik 90% va-
l6sziniséggel (2-9. abra). Lathatd, hogy két minta sz@dggrete nagyon kilonbéz
lehet akkor is, ha a mogottik allé sokasag var&ga@zonos.

2.2. Hipotézisvizsgalat, statisztikai prébak

A matematikai statisztikdban a célunk a sokasagsmegése (paramétereinek meg-
hatédrozasa). Ennek soran gyakran ugy jarunk ely bagalapsokasagra valamilyen
feltevéssel éliink (plu és/vagyo értéke) és ezt statisztikai probaval edereiik.
Azt ellersrizzik a tételBl ill. folyamatbdl vett mintak elemzésével, hogtétel vagy
folyamat olyan eloszlasu-e ill. olyan paraméterékkbemezhed, mint azt feltéte-
lezzuk. Példaul megvizsgaljuk, hogy vizminta nitéitalma nem haladja-e meg a
megengedett értéket; a selejtarany nétt-& meg stb. A probdk gondolatmenete |é-
nyegében mindig ugyanaz, ezért aztugarrdba ismertetésénél mutatjuk be részlete-
sen.

2.2.1.u-préba

Tegylik fel, hogy egy normalis eloszlast sokag@garianciajanak szamszeértéke
kordbbi vizsgéalat alapjan rendelkezésiunkre alerBlizni akarunk egy, a sokasag
varhato értékére vonatkozo hipotézist, azaz azly peegy meghatarozott szdmmal,
Li-lal egyend-e (pl. hogy a gyartott alkatrészek méretingadazdisgéentruma a név-
leges érték-e). Ezt tekintjuk nullhipotézisnek:

Hottt = L.
Lehetséges ellenhipotézisek tobbek kozott:
Hiip# ty, vagyH, < po vagW, u>p, , vagyl, o=
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Legyen x, , X, ,..., X, €gy, a sokasagbdl vettelenti minta. (Mindaddig, amig a
konkrét méréseket el nem végezzik, a mintaelemek sEamszér értekek, hanem
valOsziriségi valtozok.)
1. Az u-proba menete a kovetkizA minta elemeinek szadmtani kdzépértékéb
kiszamitjuk a prébastatisztikat:
_X—H,

U, = :
0 U/\/ﬁ
Az U prObastatisztika kifejezése nem azonodl@y, 1) eloszlasin standardizalt
normalis eloszlasu valosfisegi valtozoéval (meg helyetty szerepel benne),
csak akkor, ha/ = 1o, vagyis ha &g nullhipotézis igaz. Altalanos esetben a ko-
vetke® kifejezés el§ tagja a definicidé szerint eloszlasu, a masodik tag pedig
attol eltérest okoz:
U, = X— Mg — X-H +,U_,Uo
° g/in g/vn ag/in’

2. Az u-eloszlas tablazata segitségével kiszamitjuk, hamyl, probastatisztika

nagy (pl. 1 —a = 0.95) valészitiséggel milyen intervallumba esik, hada igaz

(vagyis azuo fontebbi kifejezésének masodik tagja zérus), ez bz elfogadasi
tartomany. Ugynevezett kétoldali ellenhipotézis$,: 1 # 1, esetén ez a tarto-
X = Uy

many:
X = Uy
Pl-u, <—F—< =Pl
(””2 a/Jn ””j F{U/Jﬁ

3. Megvizsgaljuk, hogy a prébastatisztika kiszamitatitke az elfogadasi tarto-
manyban van-e. Haldy nullhipotézis igaz, akkouy nagy (pl. 1 —a = 0.95) va-

I6sziniséggel az elfogadasi tartoményt(&ruw, Uw) van (kritikus ertekwu,,),

és csak kis (pla = 0.05) valészitiséggel esik azon kivilre, az un. elutasitasi tar-
tomanyba (l. a 2-10. abran).

4. Haup szamitott értékét az (1 &) valdszirtiséghez tartoz6 elfogadasi tartoma-
nyon belll talaljuk, akkor &y nullhipotézist elfogadjuk, mig ha a prébastatiszti
ka értéke az intervallumon kivil esik, az elutasitartomanyba, akkor elutasit-
juk. Ez a dontés.

Az elfogadasi tartomany az a tartomany, amelyb@nobastatisztika értékeit 1 &
valbsziriséggel folveszi, amennyibenty nullhipotézis igaz. Masképpen az a tar-
tomany, amelyben az probastatisztika értékei a véletlenszargadozas kovetkez-
tébenl- a valdsziriséggel lehetnek. Vegyik észre, hogy a vizsgalaelgm azal,
probastatisztika kifejezése szamlalojabans I&ilonbség és a nevidzen szerefdl
ingadozas 6sszehasonlitasa. Haxags/p eltérése Iényegesen meghaladja azt a mér-
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téket, ami még a véletlen ingadozassal magyarazhatélterést szignifikansnak (je-
lentosnek) nevezzik.

f(u)

al2 al?

| | I
) 0 Ugl2 u

1 ]
T T

elutasitas elfogadas elutasitas

2-10. abra. A nullhipotézis elfogadasi tartomanya

Az a valbsziriséget a statisztikai proba szignifikanciaszintjénekezzik. A hipo-
tézisvizsgalat szignifikanciaszintjét az eredméheggutt mindig meg kell adnunk,
ugyanis az eltérés lehet szignifikans 0.05-os eminte esetleg nem szignifikans
0.01-os szinten.

2-5. példa

Taramérlegen négy ismételt tomegméréssel hataromtg egy targy tomegét. A 4
mérésbl allé minta szamtani kbzépértéke= 5012t g. Korabbi mérésekdh tudjuk,
hogy a mérés varianciajg = 10* ¢ . El kell donteniink, hihéte, hogy a varhat6
érték (a targy valodi tomege) 5.0000 g.

Ho: i = 1, =50000g, Hi:u#z u, (kétoldali ellenhipotézis).

A hipotéziseketl-prébaval vizsgaljuk. A probastatisztika aktualittke:
U = X— M, 50125 50000 ot
" g/n 10%/2 7T

1 — a =0.95 valbszitiséget valasztva, a Flggelék I. tablazata szegint 1.96. Az
elfogadasi tartomany: (-1.96; 1.96), a probastakiszaktualis értéke (2.5) ezen kivil
van, igy aHo hipotézist 0.05-0s szignifikanciaszinten elvet{ék adatok ellentmon-
danak annak, hogy a varhato érték 5,0000 g). Migadldali ellenhipotézist hasznal-
tunk, az elutasitasi tartomany is két régzl (I. a 2-10. abrat), mindegyikhez kilon-
kulon al2 valosziiség tartozik.
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Az elfogadasi tartomanyx -ra is megadhatjuk:

P(,uo_ua/za/\/ﬁ<7<,uo+ L&/za/\/_r)zl_a-
Behelyettesitve:
P(5.0000- 1961004/ 4 x< 50000 .196. 061 ) 4 P(4.99< X< 50} = 095

2-6. példa

Egy bizonyos vegyszer 1 kg-jaban legféljebb 5.0@0@legen anyag lehet. Négy
elemzés eredményének atlaga 5.0125 g. Korabbi eidx@#sudjuk, hogy a meghatéa-
rozas varianciagja’ = 10* ¢*. Eldéntend, hihet-e, hogy az elemzési eredmények
varhat6 értéke (az igazi idegenanyag-tartalom) haladja meg az 5 g-os hatart. Le-
gyen itt is aza valésziriség 0.05! A hipotézisek ekkor:

Ho:u < 14, =50000g,
Hi:u>u, (jobb oldali ellenhipotézis).

, 50125~ 50000 ,,
0 0.01/ /4 '

Bontsuk aaly probastatisztika kifejezést egy biztosaeloszlasu és egy az attdl valo
eltérést képvisélrészre:
_ 50125~ E(X) .\ E(X - 5.0000

%= 000 0.00E
A préobastatisztika kifejezésének masodik tagja hipotézis érvényessége esetén
zérus vagy negativ, az ellenhipotézis szerint poztiz azt jelenti, hogyo eloszlasa
H, igazsaga esetén jobbra van eltolva waeloszlashoz képest (2-11. abra). A
nullhipotézist akkor utasitjuk el (az ellenhipotdzakkor fogadjuk el), ha am pro-
bastatisztika aktualis értéke annyira nagy (jobdtalt), hogy azt a véletlen csak
valosziriséggel okozhatna, vagyis

P(uo>ua‘Ho)=a'.

Az uy kritikus érték a =0.05-hoz 1.65,uy ennél nagyobb, tehat elvetjik a
nullhipotézist. Egyoldali ellenhipotézis esetén kcsmyetlen elutasitasi tartomany
van, itt: Uy ; ).
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f(u)

a =0.05

I
1.65

2-11. 4bra. A jobb oldali ellenhipotézis

Nyilvanvaléan minél jobban meghaladja a prébastkia aktualis értéke a tablazat-
bol adotta szignifikanciaszinthez vett kritikus értéket, ahjelentsebb az eltérés,
annal biztosabbak lehetiink a nullhipotézist elthagdntéstiinkben. Az is igaz, hogy
minél jelenbsebb az eltérés, annal kisefpiszinten fogadnank el a nullhipotézist.

2-7. példa

Elfogadnank-e a nullhipotézist a kétoldali alteivétal szemben, ha a 2-5. példaban
a-ra 0.05 helyett 0.01-ot, 0.005-et, 0.001-et vasank?
A kritikus értékek a Fluggelék I. tAblazatabol:

a Ua/2
0.05 1.96
0.01 2.58
0.005 2.81
0.001 3.29

Eszerint mar =0.01-es szinten elfogadnank nullhipotézist.

Szamitsuk ki, hogy mi lenne az az szignifikanciaszint, amelynél még éppen el-
fogadnank a nullhipotézist, vagyis milyenhoz tartozé kétoldali kritikus értékkel
egyezik megiy aktualis értékeup = 2.50)!

Ezt a valészitiségetp-vel szokas jeldlni, és nagysaga a Fuggelék lazata sze-
rint 0.00621 (2-12. abra).
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(%)

A Fluggelék |. tAblazatab)
F(2.50)=0.9937

o

1
25

f(x)

p = 0.006210+0.006210 = 0.0124p

0.00621 0.00621

-2.5 2.5

2-11. abra. Ap valésziriség szemléltetése a 2-7. példahoz

A p az a valGszifiség, amellyel a probastatisztika a talalt vagy agdal |éw ér-
téket vesz fol, amennyibdfy igaz, vagyis pusztan a véletlen ingadozasnakdoiaj
nithatéan: Minél kisebb ezgérték, annal kisebb a valosisege, hogy a véletlen
miiveként vegyen fol legalabb akkora értéket, amekkataltunk. Vagyis minél ki-
sebbp valdsziniség tartozik a probastatisztika talalt ertékéhemah biztosabbak
lehetliink benne, hogy az nem a véletlen kévetkezeydranem valosagos eltéresé.

A p érték meghatarozasa tablazatokbol nehézkes, danaitdgépes statisztikai
programok kdnnyedén kiszamitjak.
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2.2.2. El$- és masodfaju hiba

Minden statisztikai probanal kétféle hibat kovetimdt el: elvetjik a nullhipotézist,
holott igaz, ill. elfogadjuk a hipotézist, pedig @em igaz. Ezeket dls ill. masodfa-
ju hibaknak nevezzuk.

Donteés:
A Hop nullhipotézis AHy hipotézist
elfogadjuk elutasitjuk
igaz Helyes dontés El&ju hiba
nem igaz Masodfaju hiba Helyes dontés

Annak valészifisége, hogy etgaju hibat kdvetlnk el, éppam ugyanisa annak va-
l6szinisége, hogyH, fenndllasa esetén a probastatisztika az elutatardsmanyba
essék.

A masodfaju hiba valdsziségét egy olyakl; alternativ hipotézisre szokas meg-
adni, amely & nullhipotézistl a feladat megszabtatiszaki szempontbdl mar ész-
reveheden kulonboa allitast tartalmaz.

Legyen ez az alternativ hipotézis:

Hyip = py.
Amennyiben &Hp hipotézis helyetH; az igaz, azi, prébastatisztikaisiiségfliggvé-
nye azu-eloszlaséhoz képesya — 1o kulonbség nagysagéatol figgnértékben el van
tolva:
U = X—HU, - X— +/41_/Jo
° o/\n  ag/Yn  a/Vn

A 2-13. abran amg prébastatisztikaigiiségfliggvénye lathaté abban az esetben, ha a
Ho igaz (= 1), ill. haHy az igaz [ = t4). Az elfogadasi tartomanyt a nullhipotézis
érvényessegeét feltételezve jeldljik ki, hiszen éppdH, elfogadasi tartomanyarol
van szo.
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f(x) f(Uo Ho) f(U Hy)

14 al2
al2

(uy—Ho)/(atVn)

2-13. dbra. A masodfaju hiba valédEage
Lathato, hogy a masodfaju hilgavaloszirisége annal kisebb, minél tavolabb van

Lo a t-tol (vagyis nagyobb masodfaju hiba elkévetésénekbkise valdszitisége).
Ez azt jelenti, hogy minél nagyobb az eltérés, bkisabb a valdsziisége, hogy ész-
revétlen maradjon. A8 nagysaga flugg a probastatisztika varianciajat@ofde szé-
lességétl) is, tehat a minta elemszamanak noveléséveldetgzsen csokkenthiet
Az is lathaté, hogy ha az éfgju hiba megengedett valésziriségét csokkentjik,
ezzel a masodfaju hiba valosisegét ndveljuk!

2-8. példa

Tegyuk fol, hogy a 2-5. példaban a valésagos varéeek H,: 1 = 14 =5.01g; sza-
mitsuk ki a masodfaju hibg8 valOszitiségét arra az esetre, amelynél a
H,: 1 = 4, =5.00009g nullhipotézist elfogadtuk azr =0.01 szinten!

(X =5012¢ g, & = 10* ¢, n=4, azu, prébastatisztika aktuélis értéke 25,=2.58)

A masodfaju hiba valészisége annak valosdisége, hogy a probastatisztika az
elfogadasi tartomanyba essék, pedig az ellenhigotezigaz:

B= P(_ Uy < Uy < Llr/z‘ Hl)'
H; érvényessége esetannemu-eloszlasu, hanem a kovetkezelyettesités szerinti
elss tag az:

X—H MU~y
:P(—u < + <u = ):
B w2 S T n T aldn a/z‘lu H

H~ M M~ Hy
=P(—U -——F<u<u - j
a2 gidn a2 g/7n

Szamszdien:

0.01 001
= P(— 258-————  <y<258-—————| =
P 001/ 4 0.01/+/4
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= P(-458<u< Q58 = 07104

Tehat ha a probastatisztika kiszamitott ertékelkiail a Fliggelék I. tablazatabgl

= 0.01 szinthez vehétkritikus értékek meghatarozta elfogadasi tartoroanya
nullhipotézist elutasitjuk. Itt azr annak valészifsége, hogy elutasitsuk a null-
hipotézist, pedig igaza értékét elég kicsire valasztva ezt a kockazatsrdiegesen
csokkenthetjik. igy elég valostitesz, hogy csak akkor utasitjuk el a nullhipotézis
ha nem igaz.

Ha az eltérést nem talaljuk szignifikAnsnak (amgdfiasi tartomanyon belil van a
probastatisztika értéke, ezért elfogadjuk a nuditépist), nem lehetiink biztosak ab-
ban, hogy a nullhipotézis igaz. Csak azt mondhatggy a rendelkezésre allo in-
formacio nem elegerdd a nullhipotézis elutasitasahoz. A valésagban 4d- nul
hipotézisél elég nagy is lehet ilyenkor az eltérés. Ennelkkkaatat éppen a masodfa-
ju hiba valoszifisége fejezi ki. Minél kisebb a minta informacicadma (kis elem-
szam, nagy szoras), annal nagyobb a valdsgige, hogy elfogadjuk a nullhipotézist,
ha az nem igaz.

2-9. példa
Legyen egy 4 elethminta atlagax = 500€, az ingadozas varianci&d = 10*. Az ug

prébastatisztika aktualis értéke:
_5006- 5000

Uu.=———— =
°7 102/4/4

A tabladzat mutatja hdrom hipotézispar esetére fagadasi tartomanyokat = 0.05
szinthez:

12.

Ho Hy elfogadasi tartomany dontés
U= U, =50000 HE L -196<u,< 196 elfogadjuk
U< U, =50000 H> Ly U, <165 elfogadjuk
U= U, =50000 U<l -165<u, elfogadjuk

Vagyis mindharom, egymasnak részben ellentmondéipatézist elfogadjuk. A
helyes kdvetkeztetés nyilvanvaléan nem az, hogylhérom igaz, hanem az, hogy a
minta egyiknek sem mond ellent. Ha az eltgrgesdl nagyobb, pl.x =5.012%, akkor
csak a harmadik nullhipotézist:& 4, = 5.0000) fogadjuk el.

A masodfaju hibgs valészitisége csak egy adott ellenhipotézisheiz: (: = 1)

szamithato ki, é§ éppen annak valoszisége, hogy an—Lp kilbnbséget nem vesz-
szik észre.

Ha nem egy ellenhipotézig/E14) jOhet sz6ba, hanem az alternativak folyamatos
sorozata (plu > L), azaz az ellenhipotézis dsszetett hipotézis, akkorasodfaju
hiba S valoszirisege fiiggvény, amelynek maximumasa= (o helyen van, ezt a
proba ebfliggvényének nevezik. £ értéket, vagyis a nullhipotézis elfogadasi valo-
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sziniségét szokas g — Lo kulonbség fliggvényében abrazolni, ezt nevezikohar
miikodeési jelleggorbéjének (Operating Characteri€iC-gorbe).

2-10. példa
Legyen 4, = 50000, &°= 10% n=4, a = 0.05. Ekkor az elfogadasi tartomany:
~196<u, < 196

Szamitsuk ki a masodfaju hiba elkovetésefiealosziiségét kilonbaz 14 ellenhi-
potézis szerinti varhat6 értékekhez!

ﬂzp(““m /Jl/fj P(_“”’Z ﬁ/jﬁ) j

A képletben szereflkét valdszifiséget €93 nagysagat kulonbézw, értékekhez a
kovetked tablazat mutatja:

- H~ Hy H— Hy
N L P(u< iz J/\/ﬁj P( Harz = a/\/_ ) g
5.000 | O 0.995 0.005 0.990
5.005 | 0.005 0.94295 =0 0.943
5.010 | 0.010 0.71904 =0 0.719
5.015 | 0.015 0.33724 =0 0.337
5.020 | 0.020 0.07780 =0 0.078

Tehat ha pl. ga— kilénbség 0.01, 0.719 annak valGsizége, hogy az eltérést
nem vesszik észre, égia 14, = 5.0000 nullhipotézist hisszuk igaznak.

1.0

4
0.8 |
06 |
0.4t

0.2

0.0 - - -
5.000 5.005 5.010 5.015 5.020

Hy
2-14. abra. OC-gorbe a 2-10. példadhoz
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Jelblje A azt a kulonbséget, amelyet maftismaki szempontbodl jeletgnek tar-
tunk, és ezért nagy biztonsaggal ki akarunk mutétmi 4 — (. Célszeit ehhez az
eltéréshez kiszamitani a masodfaju hiba valds#gét, vagyis annak esélyét, hogy
egyA nagysagu eltérést a nullhipotégisiem veszink észre. Lattuk, hogy azfls
ju hiba adotta valdszirisége esetén a masodfaju hpaaloszirisége az alternativ
hipotézisél (a ta — 1 kulonbségil), valamint a grisségfiiggveny szélessegitiigg,
mely utébbi a mérések varianciajabdl és az ismelézamabdl adodika?/n).

Ha megadjukg, A, a ésp ertékeit, kiszamithatjuk az elvégzénuérések szamat.
A szamitas menetét vizsgaljuk meg egy mintavétlgn, amely a normalis elosz-
lasra épul-proba).

Ha a nullhipotézist elfogadjuk, nem kell aggédni elgfaju hiba miatt; ha a
nullhipotézist elutasitottuk, nem kell kérdezni asodfaju hiba valosziiségét.
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2-11. példa(Hald, 1965 nyoman)

Egy anyag mifisége egyérteliren jellemezhét a diriségével, melynek kivanatos
ertéke kisebb, mint 1.54. A gyartas soran szeemdigi ismeretek szerint a mérés
pontossagara jelleizvariancia négyzetgyoke = 0.03. A vizsgalat menete a kovet-
kezb: n-szer mintat veszink a ndisitend legyartott tételbl, mindegyik minta &ri-
ségét megmerjuk, atlagoljuk: az igy kapott atlagoiségx . Ha X meghalad egy
bizonyos X~ értéket, az adagot rossznak, ¥a< X', jonak mirésitjuk. Hogy a jo
tételt majdnem mindig elfogadjuk, a rosszakat mapdmindig elutasitsuk, a kdvet-
kezs kivanalmakat adjuk meg:

a) hau<1.50, 99 % legyen a valos#sege, hogy jonak mésitsuk,
b) hau= 1.54, 98 % legyen a valos#sege, hogy rossznak négitsiik az adagot.
A nullhipotézist és az ellenhipotézist a kdvetdkazppen fogalmazhatjuk meg:
H,:u< u,= 1.50 (a tétel jo);
H,:u =, = 1.54 (atétel rossz).

Az elsfaju hiba megengedett valostigegea = 0.01, a masodfaju hibde= 0.02. A
kimutatando, jelerdisnek mirdsitend kilonbségA = 0.04.
A feladat: hatarozzuk meg a veéndintakn szamat és ax’ hatarértéket.

2-15. abra. Kritikus értékek az &ls2s masodfaju hibahoz

Fejezzilk ki azt azx™ hatart, amelyek 1-a valoszitiséggel nem halad meg, ha
Ho igaz (2-15. &bra also része):
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P(uos L4,|HO): P(‘xs,uo+ L,;,J/\/_r): Pé‘xs‘% I5|):1—a.

Masodfaju hibat akkor kovetiink el, M az igaz (> 1 =154 ), de mivelu, < u,,
elfogadjuk aHo hipotézist (hogyu < 14, =1.50). Ennek valosziisége:

p=P(u < u|H)= {xs | H)= FEZ/_\/% - XU/_J%)

P X — e . .
Ha aH; ellenhipotézis igaz, az/—’u1 valésziriségi valtozonak vanl-eloszlasa,
oln

amely az als6< u,) kritikus értekeiB valosziriseggel haladja meg lefelé (2-14. abra
fols6 része). Tehat

X~
= P( <-u j :
d oln o
A [ két kifejezésében szeréglatart egyerdivé téve:

R Sy Y Y/ L\t A Rl 7
£ a/vn a/+/n “ g/Jn’

Ebbsl a kimutatandé kiilonbségs — 14, = (u, +u,)o/Vn=A,

vagyis n= (ua + L!B)ZO'Z/AZ :
Esetlinkre a Fuggelek . tablazatalgl=2.326, u, = 2.054, igy
n=10.8 és X =1.521.

Ez azt jelenti, hogy minden adagbdl 11 elemintat kell venni és akkor fogadhato el
a tétel, ha aisiiségek atlagértéeke 1.521-nél kisebb.

2.2.3.)* -préba a variancia vizsgalatara

A préba normalis eloszlasu sokasag ismeretten variancigjara vonatkozé null-
hipotézis ellefirzésére szolgal. Tételezzik fel, hogy egy normébiszlasu sokasag-
bél n elemi mintat vesziink. A minta szorasnégyzes® Gegitségével vizsgaljuk

meg, hogy a sokasag variancidja megegyezikeg é&tékkel:
H,:o? = a7 .

Az ellenhipotézis legyen az, hogy a variancia nagyanint 03:
H;:.0? > dg.

A nullhipotézist eszerint pontositvéd :0° < o7 .
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